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第十章数项级数 


本章是无穷级数理论的第一章，讲述无穷级数理论的基本概念与基本知 
识，是无穷级数理论的基础.直观地说，无穷级数就是无穷个数相加，能加出 
一个数来的级数叫收敛级数，加不出一个数来的级数叫发散级数.因此，收敛 
与发散是两个最基本的槪念.如何判定一个级数收敛或发散是本章的主要内 
容.无穷级数是无穷项的和，比较有限和与无限和的共同点与差异，是级数理 
论研究的基本问题，在整个级数理论的学习过程中都应注意到这一点. 

§1级数问题的提出 

在本教程的上册中，读者学习了一元函数的微积分，但落实下来能计算 
的，只是初等函数.我们已能计算一切初等函数的微分，也能计算很多初等函 
数的 积分. 对非初等函数，我们只接触过分段函数，这只是很少一部分非初等 
函数.而实际问题中大 M 存在着的现象，却要用更一般的非初等函数才能描 
述，这就需要我们提供一个表示非初等函数的工具.依靠这个工具，我们不仅 
能够计算它的函数值，至少还能计算它的微商与积分，以及研究它的各种性 
质.无穷多个函数相加，是一种最容易想到的表示函数的工具.例如 



这是用无穷个初等函数相加表示的函数.下面我们再从一个简单的例子，说明 
这种表示的好处. 

有许多实际问题都可化成求解下面的微分 方程： 

xy n + y* + xy = O y 

其中 x 是自变量，： K 是未知函数，/ =^.这是一个二阶变系数的微分方程. 

dx 

用大家过去学过的方法是很难求 解的. 现在，我们试用待定系数法求这方程 
的解. 

假设它的解是一个待定系数的多项式 

y = a 0 + a Y x + a 2 x 2 + a 3 x 3 + ••- + a〆• 

经过简单的计算就可知道（留作习 题）， 除了得到所有的系数 aQ ， ai ， a2 , &，•••, 
必须为0外，即 y = 0 的显然解外，得不到任何结果. 



现在我们设想方程的解不是这样的多项式，而是无限项相加的“无穷级 

数"： 

y = a 0 + a x x + G 2 X 2 + a^x 3 + ••• + a„x n + ••• , 

其中 a () ， a ,， …，^，…是待定的系数.结果会是怎样的呢？我们试着去计算 
— 下. 

对 y 进行 微分： 

y' = a ，+ 2a 2 x + 3a 3 x 2 + 4a 4 x 3 + ••- + na n x n ~ { + ••-, 

=2 a 2 + 3*2 a 3 x +4*3 o 4 x 2 +5-4 a 5 x 3 + — + 



n( /I - 1 ) a n x n ' 2 + •••. 


把 它们代入方程 



xy = 

2a 2 x + 3 - 2a 3 x 2 + 

4*3a 4 % 3 + 5.4a 5 x 4 + 

/ = 

a x + 2a 2 x + 3a 3 x 2 + 

4a 4 x 3 + 5a 5 x 4 + 

+ ) xy = 

a 0 x -f a 丨 + 

a 2 x 3 + a 3 x 4 + 

0 = 

a! + ( a 0 + 4a 2 )x + ( aj + 9a 3 )x 2 + (a 2 + 16a 4 )x 3 + 


比较系数得到递推公式 如下： 

fli =0 ， 

a 0 + 4a 2 = 0 ， 
a| + 9a 3 =0 ， 
ai + 16a 4 = 0 ， 

a 2 *-i + (2k + l) 2 a 24 “ =0 ， 
a 2k + (2t + 2) 2 a2“2 = 0 ， 

由此解得 

=0, a 3 =0, a 5 =0, … ， a 2 “i=0，..' 

设以=0(常数），则 




结果得到 







级数问题的提出 



这就是方程的一个解.它不是一个初等函数.但是，现在用无穷级数把它表示 
出来了.我们由此就可计算它的函数值，并研究其性质.以后我们会知道，它 
是一种称为贝塞尔 （ Be S sel ,1784 — 1846) 函数中的一员 （0 阶贝塞尔函数）.还有 
许多类似的函数，如拉盖尔 （ Laguerre ) 函数、勒让德 （ Legendre , 1752— 1833) 函 
数、髙斯 （ Gauss ,1777—1855) 几何函数等等，它们和初等函数一起，构成人们 
描述世界的“函数库”. 

对上述的演算过程，很自然会提出下面的 问题： 

(0 无穷多项相加究竟是什么意思？加得起来吗？ 

(2) 对这种无穷项相加的“无穷级数”，它的运算规律与“有限和”有什 
么异同？ 

我们在演算中，没有理会这两个问题，而把“无穷和”完全看成与“有限 
和” 一样地进行运算（并项、求微分等），这种运算通常叫做形式运算. 

无穷级数的历史，和微积分的历史一样长，甚至更长一些.早期微积分的 
结果，很多是依赖无穷级数的形式运算得到的（例如推导 saf 1 ). 微积 
分在应用到力学、天文、物理等方面时，无穷级数更是常用的工具.由于当时 
所解决的问题比较直观，许多结果可以直接检验，所以人们一直停留在这种形 
式运算的水平上，而不去深究无穷级数的概念与理论.直到19世纪初，由于 
应用的深人与广泛，得到的结果也不是那样直观和容易验证，同时在形式运算 
中还出现了许多矛盾，使得前面提到的两个问题变得尖锐起来了.形式运算中 
出现的矛盾，可以举一个简单的例子说明 如下： 

无穷项相加所成的无穷级数 

1 - 1 + 1 - 1 + 1 - 1 + …， 

如果把它写成 

(1-1) + (1-1) + (1-1) +…， 

则其和为 0. 如果把它写成 

则其和为 1. 

一个级数只能有一个“和”，这就推出了 0=1的荒谬结论.这个例子表 
明，“无穷和”与“有限和”有本质的区别•把“有限和”的运算规律无条件 
地应用到“无穷和”上去，有可能导致 错误. 这就要求人们去搞清楚无穷级数 
“和”的概念，以及在运算规律方面弓有限和的 异同. 这就是下面要讲述的级 
数的一般理论的内容. 




第十章数项级数 


习 题 

1. 证明： 若微分方程 + / + xy = 0 有多项式解 

r = ao + + a 2 x 2 + ••- + a „ x n 9 

则必有 a ,=0 (i = l ，2, …， n ). 

2•试确定系数 a () , ai ，…，心，…，使 Ua n x ” 满足勒让德方程 

颶 》0 

(\ - x 2 ) y 1 - 2 xy ' + /(/ + l)y =0. 

§2数项级数的收敛性及其基本性质 

无穷项函数相加，对每一个固定的 X, 每一项便变成一个数.因此，我们 
从无穷个数相加谈起.这种级数称为数项级数，或简称为无穷级数.下面先给 
出一个准确的定义. 

设有数列 


Ui,U 2 , … ， u n , … 

用加号把这一些数依次连接起来所得到的式子 


u, + a 2 + u 3 + — + 〜 + ••• 
称为无穷级数，简称级数.上式也记为 


S 〜 或 S W ， 


其中 …， “ 2 ,…分别称为级数的第一项、第二项、…、第 n 项，称为 
级数的通项或简称为项. 


上面说的级数只是写成无穷个数相加的形式，但究竟能否加得起来呢？或 
者说，能否加出一个“和数"来呢？这个“和数”的确切意义又是什么呢？ 

无穷个数相加，只能看成有限个数愈加愈多时的极限，因此我们引人一个 
新的 数列： 

5| = , 


5 2 = u, + u 2 , 

5 3 = U] + a 2 + ^3 * 


S n = u, + u 2 + ••- + u n , 






§2 数项级数的收敛性及其基本性质 


或简记为 s „= S n 称为级数的前 fi 项部分和或简称为部分和，数列 ts„l 

称为级数的部分和数列. 

定义 10.1 若级数的部分和数列 |\1 有极限存在（设为 S ), 则称级 

km\ 

OB 

数收敛， S 称为级数的和，记作 

“I 

ac 

S u k = s , 

km I 

此时也称级数 i ； u 4 收敛到 s . 若部分和数列 isj 没有极限存在，则称该级数 
发散，此时它没有和. 

注意，根据我们以前的约定，数列极限存在是指极限为一个数.因此当部 
分和数列趋于无穷 （ S n —00) 时，级数发散. 

从定义看出，研究无穷级数的收敛问题，化成了研究部分和数列是否有极 
限存在的 问题. 这样，我们就可以用学过的数列极限的知识来研究无穷级数. 
在进人一般讨论之前，我们先来看几个例子. 

例1讨论级数& 的收敛性. 

解前 n 项部分^为 

„ 1 1 1 

AD + f 士 - 引 + 〜 + ( 士 -^b) 

因为 limS 11 =lim(l- 7 5 ： T )=l, 

所以 级数# 收敛,其和为丨，即 



例2讨论级数公 ln(l + +) 的收敛性 • 

解前 n 项部分 in 

S n = S ln ( 1 + 士 ) = 2 [ln(A: + 1) -In A:] 

= ln( a + 1)-^ oo (当 oo ), 




当 | r|>l 时，由 知 li m \ = oo ,级数发散. 

当 r=l 时， S „ = na - oc ( in — oo ), 级数 发散. 

当 r = - 1 时， Sj = a , S2 = 0 , S3 = a , S4 = 0 ,…, 

当时，极限不存在，这是因为 4 lj ^ S 24 =0, limS 2A ., = a , 两个子数列的 
极限不 相等. 因此级数发散. • 

特别地，当 a = l 时，级数就是 


OB 

1-1 + 1-1 + …= 2 (- I )"'*. 

n • I 

这是§ 1 中讨论过的级数，它发散，因此没有和.故说它的和既等于 1 又等于 
0 的推理，前提是不正确的. 


综合起来，对几何级数，得到的结 论是： J ] ar n ' 1 当 | r | < 1 时收敛，当 

| r | 多 1 时发散. ^ 

例 4 在第八章 §1, 我们曾得到公式 

,.11 1 e e 

e=1 + 1 + 云 + ^ + 〜 + ^ + ^ TTI ， 


其中 0 < 0 < 1 .由 



数项级数的收敛性及其基本性质 


知把^ 1 =0 ,故 

6 = 1 + 1 + 会 + 会 n + + 〜 = § 杰， 

这样就把 e 用一个无穷级数表示出来. " 

有了这个级数后， e 这个无理数、超越数，就十分容易计算了. 
简单的计算器，从1/2开始，后一项总是前一项（例如 〃） 除以 n + 
加起来，便可以计算到任意精确度.读者不妨拿个计算器算一算. 
从数列极限的理论，很容易得到下列关于级数的简单性质. 


只要有个 
,然后再 


定理 10.1 若级数收敛， c 为任一常数，则级数也收敛，且 

麟 ■ I n ■ I 

• • 

2 cu n = c X ] u ” • 

« ■ I H m I 

证明 设 = … + u 2 + … + u n , 则由假设知 

lim S n = S ， 

S 为一有 限数. 设级数的前 n 项部分和为 a , 则 

• a I 

O n = CU| + CU 2 + ••• + cu n 

= c ( a , + a 2 + ••- + u n )-^ cS ( fi -*- » ). 

因此 tc 、 收敛，且其和为 cS = c ^ u n . 


易知，若级 数^〜 发散， c ^ O , 则级数 i ； cu n & 发散. 

* ■ 1 • ■ I 

定理 10.2 若级数 i ；、 收敛，则级数 i ；( u n ± %)也收敛，且 

» * * * I «1 V 1 

■ • • 

2 ( ± Vn) = ± X) v n- 

^ * 1 ， ■ 1 N m I 

定理 10.2 可用数列极限的运算法则证明，我们把它留给读者作 为一个 


习题. 


定理 10.3 任意改变级数有限项的数值，不改变级数的收敛性. 

证明设原级数为任意改变其有限项的数值后所得之新级数为 

H 9 I 

00 

E ^ n . 因改变数值的只有有限项，故存在 yv , 使得当 n > N 后 ，〜 =tv 记 


、= - !；„，则 


S = 2 ^ U n ~ V , 


=(w, - r,) + ••• + ( •- v N ) + 0 + 0 + ()•••• 

显然这级数是收敛的.因此，根据 

« 00 0C 

S = 2 [ u n -( 心 - 〜 )] = y](u n - W n ) 

* = 1 n s 1 ■ = I 

与定理 10.2, 当收敛时，^:〜也 收敛； 当发散时，也发散. 

*>■1 H a I N » I II > \ 

定理 10.3 证完. 

定理 10.3 说明，考虑一级数是否收敛，可以不管它前面有限项的数值. 
其至把前面的有限项去掉（即把它们变成 0), 并不改变级数的敛散性. 

定理 10.4( 收敛的必要条件）若级数收敛，则一般项、趋向于0, 

"1 

即 lim = 0. 

证明 设公 ' = S , 其部分和为 S „= ，则 

* ■ I k »I 

lim u n = lim ( S 0 - S n . ,) 

蠲-•镛 !!-• • 

= lim S n - lim S n ., 

n 一鶴 _ 一鬌 

= S - S = 0. 

木定理可以用来判断级数的发 散性. 例如级数 &(- I )"- 1 发散，因为它 

nm | 

的一般项不趋向于 0. 又如级数 



发散，因为一般项一^的极限是1,不为 0. 

n + 1 

•e 

值得指出的是， limu n =0 仅仅是级数收敛的必要条件，而不是充 

« • I 

分条件.换句话说，从^ =0 不能断定级数 t ；、一 定收敛.例如前面例 2 
中的级数 ** 1 

Sl"(l+ 士)， 

我们知道它是发散的，但它的一般项趋向于0: 

limln ( 1 + 丄)= 0 • 

现在来看级数和数列的 关系. 根据定义，看一个级数&〜是否收敛，就 


§2 数项级数的收敛性及其基本性质 


看它的部分和数列 S „= 2 是否有 极限. 这就把级数的问题完全化归数列 

km I 

来研究.反过来，仟意给定一个数列 ls „ l ， 我们也可以作出一个级数，它的部 
分和数列恰恰就是 is „ l , 实际上只要取 

= S , f u 2 = 5 2 - , m 3 = S 3 - S 2 , , 

W n = S n -S n _ 1 ,-, 

则级数 

+ ( s 2 - S ,) + ( S 3 - s 2 ) + … + ( s „ - u + … 

a » 

= 5,+ E ( Sn - S ”。 

的部分和数列就是 IS „|, 这样，也就把数列极限的问题化归级数来研究. 

这样，读者很自然会问，既然两者等价，为什么还要研究级数？事实上, 
在级数理论中，我们看它有没有极限的这个数列（部分和数列|\|)，是有特殊 
构 造的. 它是由一项一项加起 来的. 因此，“项”应该是级数理论的着眼点. 
如果一个定理，条件是加在部分和的，那它是一个数列的 定理. 而当定理的条 
件落实到项时（例如前面的定理 10.4: 若级数的一般项不趋向于0,则级数发 
散），就是一个级数的 定理. 故我们后面研究的思 路是： 从过去学过的数列极 
限理论出发，从级数的部分和人手， M 后落实 到项. 以后我们将会看到，一些 
级数的项是十分简甲•的，例如一般项为或\ 0) 3 M + 6 n sin ru ,但它们加 
起来所表示的函数却可以极其复杂，这就是级数的威力所在. 


题 


习 


si 


和丨 

的 

数 

m 

p-E-rE-r^l -E-rEw 

求 

一 \J/ \)/ \)/ \—/ \—/ 

• 1 2 3 4 5 

1 /IV /«v /V /fv /(V 


s 

\) / 

6 

/V 



2. 讨论下列级数的敛散性 : 


⑴ 

A »通 

⑵ S (》+》); 

⑶ |5 C0S ^Ti; 

⑷. (3 n -2)(3 n + l ) ； 

⑸ S / - . X r= ~ 

n.i V n(n + l)(vn+v n + 1) 

3. 证明定理 10.2. 

4. 设级数 〜 各项是正的，把级数的项经过组合而得到新级数 TjU , , 

a » I n ■ I 

即 "n ♦ 1 = ♦ 1 + +2 + … + “Jk ， n = 0, 1 ,2, …，其中 = 0, A 0 < 卜 < A 2 〈… 

• 鳓 _ ♦ 1 

< k n <k … 若 f ； %收敛，证明原来的级数也 收敛. 

n ■篇 

§3正项级数 

“由简到繁”是研究问题的原则，因此我们先从 最简单 的级数着手.敁简 
单的级数就是本节要讨论的正项级数. 

定义 10.2 若级数的每一项都是非负的，则称此级数为正项级数. 

•B 

定理 1( K 5 正项级数收敛的充分必要条件是部分和数列 jS 」 有 

M 0 I 

上界. 

证明必要性.按定义，级数收敛，部分和数列有极限存在，因此 

A * 通 

必有上界. 

充分性.由 、多 0 ,知部分和数列 ls „ l 单调上升，它有上界则必有极限存 
在，因此级数收敛. 

例1证明、级数” 

v 1 , 1 1 1 

h =1+ m + … 

当 P > i 时收敛，当时发散. 

证明先证明 p = l 时级数发散.由定理10.5,只需证明部分和数列无上 



界.对任意正整数 n (多 2), 都有正整数使2 4 </1<2* + 1 .这时把部分和的 
项从第二项起依次按^/^，•••。^^项组合起来，便得 


c . 1 1 1 
5 " =1 + 了 + j + … + f 

=1 + + + ( + + 士) + (+ + + + + + +) + 〜 + 

(2 *刁 + 1 +2*- 1 + 2 + … + 2 4 -' +2 4 - 1 ) + 2*T 

4 + 士+( + 4)+(音 + 皆44卜 




2 ， 


A 可以取任意大，因而火无上界. 故 P :1 时， 级数 g 士发散(级数 f ； 
也称为调和级数 j . 


当 P <1 时，由于对任意正整数 I 有 


因此 




& . I n t - I a 


右边的部分和数列无上界推出左边也无上界，故^ ^在 p 

«■ I n 

当；>>1时，设 V 矣类似于前面的做法，有 


2 p 3 p 


1 + (^ + 会) + (古+表+点+古卜… 

[ 1 1 … 1 

1 (2 *- i)p (2*-1 + 1穴 + ’ + (2*- l)^-J 

(2*” + [2* + 1 )〆 …+7 

,.2 4 2*-' 2* 

1 W “ + ^7 + ^7 

1 + # + (6) 2 + 〜 + (^1广 '+ ( 
M 六广 1 1 2” 1 


也发散 
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(这里用到了 ：^ TT <1 当/ >>1). 这就证明了部分和数列有上界，故 E ■^当 

2 R > I ^ 

p > 1时收敛. 

定理 10 . 6 ( 比较判别法）设有两个正项级数 


IX = 


U ! + u 2 + … 


= t；j + 1；2 + ••• 


若对充分大的 n (即存在当 n >/ v 时)有 


其中 c >0 与 n 无关，则 

(1) 当收敛时，收敛 


(2) 当发散时，发散. 

A ■ I A ■ I 

证明由定理 10.3, 不妨假定开始成立.记 


S n = S U 4 = U l 


U 2 + ― + U n 


心 = ^v k = I；, + f；2 + — + v n9 

hm\ 

因此 S„ ^ ca n (/i = l ，2, …）. 

故当 U „1 有上界时， S n 有上界，当 IS„l 无上界时， U „| 无上界. 
便推出定理 10.6 的结论. 


由定理 10.5 


定理 10.7( 比较判别法的极限形式）设给定两正项级数2〜与 . 


lim — 

«-♦ OD V n 


则 （1) 当 0< Z < + 00时，同时收敛或同时发散 


(2) 当/=0时，由乏>„收敛可推出 收敛; 


(3) 当/= + «时，由收敛可推出收敛. 

« = 1 « ■ 1 

证明 （1) 由/>0,取 e = 知存在当 n >/ V 时，有 


用比较判别法便得所要求的结论. 

(2)、 （3) 可类似地证明，请读者把证明写出来. 

我们从无穷小量比较的观点来看一看定理 10.7. 由级数收敛的必要条件， 
不妨 假定、 —0, v 广 0. 定理 10.7 中（1)、 （2) 的条件说，若 '是 〜的同阶无 

穷小量或、是较高阶的无穷小 tt , 则由 ft 收敛可推出收敛.换 

n ■ I n 9 I 

at 

句话说，如果级数收敛，而心是、的同阶无穷小量或 u „ 是较、高阶的 

A ■ I 

无穷小贵，则收敛.回忆在无穷小 a 比较时讲述的（本书上册第三章 

n « I 

§5), 两个无穷小童的比较，是指它们趋向于零的速度快慢的比较.同阶无穷 
小量趋向于零的快慢是差不多的，高阶无穷小 M 趋向于零的速度则快得多.因 
此定理 10.7 可解释为，一个正项级数，其一般项趋向于0的速度愈快，级数 
收敛的可能性就 愈大. 其实，这一点，直观上也是不难理解的.一个正项的无 
穷级数，其部分和是单调上升的.如果部分和有界，则级数收敛，如果部分和 
无界，则部分和趋向于+00,实际上，部分和的极限就是一般项的累加.一般 
项趋向于零的速度愈快，它累加为有穷的可能性就愈大. 

把定理 10.7 和 p 级数结合起来，把+作为标准的无穷小贵，若 、多 0是 

m 

阶的无穷小，则当 P >1 时，级数 收敛； 当矣1时，级数发散. 

« ■ I 

例2级数公 收敛. 因为 

n + n + 3 

2/ i 2 -l 

•• / i 4 + n + 3 八 

lim -:- = 2, 

I •一 4 « 1 

而 t ^ 是收敛的. 

n-l ri 

例 3 正项级数 isinl 发散.这是因为 

It C 雇 


而调和级数是发散的. 


现在回头看§2的例 2 , Sln(l + 士) 发散. 因为 ln(l + 士)与士是同阶无 


穷小量. 


定理 10.8( 比较判别法的另一形式）设给定两正项级数与 


若当 n 充分大后，有 


^♦1 


则由收敛可推出 X ； 〜收敛； 由发散可推出发散. 

|» • 1 a ■ 1 n ■ 1 n 9 I 

证明设当 / i 多 / v 时，^ 1 ^•则当 / i >/ v 时，有 

V n 


因此 


u n W n U n . x Ufj^x V n V n . Y V N ^ X V n 
W/V ~ u n . ! U n . 2 认 N V n .| V n . 2 ~ ^/V 


AO , 


其中 c = M 是与 n 无关的常数，由定理 10.6 便推出定理 10.8 的结论. 

从无穷小*的观点看，^的大小，也是 刻画〜 —0 速度快慢的量. 

最愈小，0的速度愈快.这样看，定理 10.8 也是十分直观的. 
取几何级数作标准，便得下面的判别法. 


这个 


定理 10.9( 达朗贝尔判别法）设正项级数 ^ u n 的每一项都不为0,且 


满足 


/， 


则 （1) 当 / <1 时，级数 $> n 收敛; 


⑵当 />1 时，级数发散. 

Its 1 

证明 （1) 当 /<1 时，取 e 0 >0, 使/*=/ + € 。<1.对这个6。>0，存在 


当 n 多 / V 时，有 


— </ + e 0 = r , 

n 

从而 5 = i … = 

U N ^n-1 U n-2 U N T 

即 u n ^ ^ r " (当 n > N ) ， 

oe m 

已知收敛，由比较判别法知收敛. 

«« I « ■ 1 

(2) 当 />1 时，取 q >0 使得 = 这时存在 TV , 当 n 多 W 时， 

有 

即 u „ ♦ 1 > u ” （当 n 多 A 0 ， 

从而得到 u n ^ u N >0 (当 n > AO ， 

故一般项 〜不 趋向于0,级数发散.定理 10.9 证完. 

值得指出的是，在 （1) 的证明中，我们得到 

^<-9^ (当…)， 

其中 0< r < l . 本来用定理 10.8 的结果，便可结束 （1) 的证明.在这里我们没 
有用定理 10.8 的结果，而用了定理 10.8 的证明方法，目的只是希望读者更熟 
悉这个方法而已. 

注意，当 Z = 1 时，不能确定级数的敛散性.事实上，收敛级数2七和 

n. I n 

发散级数 f ] 丄都满足 lim ^ = 1. 其实，这一点是不难理 解的. 达朗贝尔 

nml 11 U n 

•e 

判別法是用几何级数作 标准. Z <1 是说，存在 r D d + e < l ， 使、趋向 

nm I 

于零的速度较4还快，故收敛 • f >1是说，存在 r 1 = i - ei > l , 使 

H 3 I 

趋向于00较6 还快. 因此％不趋向于0,故 发散. 而 t 丄， i ； 七都 

• ■I «= 1 ^ n » I ^ 

不满足这两点，故无法用达朗贝尔判别法判别，其根源在于选几何级数作收敛 
发散的标准，显得太粗糙了些. 

例 4级数收敛.这是因为 
TTi 
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，- 100“ 1 n \ r 100 n 

ii m .^7 = i!. m .uTTT!i^ = ^^n = 0 


例 s 级数 £； 4 收敛.这是因为 




(/i + 1 )! n n I n \ 

巧 (n + 1) 二" 

0 -土） 


定理 lo.io (柯西判别法）设正项级数；^〜满足 

n 息雇 

lim = I , 

« 

则 （1) 当 Z <1 时，级数 Vu n 收敛； 

n m I 

(2) 当 />1 时，级数 i ；、 发散. 

Us I 

这个定理的证明比定理 10.9 的证明还简单，请读者把它写出来. 


例6讨论 t ； 

n ■ I 

解注意 


的收敛性，其中 x >0. 


i \ 9 x 2 ) 


(用两边夹的极限不等式证明），则 

l\m^u n = - f ― K < 1 ( 当太川， 

max (, \ ,x ) 

故当时级数收敛，当 x = l 时，级数显然发散. 

下面我们选用/>级数作比较的标准，看能否得到较达朗贝尔判别法稍为 
精细而又应用方便的判别法. 


根据定理 


10 . 8 与收敛，如果存在 p > l ， 使当 n 充分大时，有 

. n -Y 
u n 〜 u + " 


或 




成立，则正项级数收敛.在应用中，找到这样的 P >1, 验证上式成立 

是困难的.我们把6简化一下，为此需要一个引理. 

引理对任意 r > p > l , 存在 ； V , 使当 n >/ V 时，有 




证明容易证明 


因此 


u (1 兴 r - 


由 / xr ， 知存在/ V ,使当 ； i > yv 时，有 


OK, 


这就是引理 所要证 明的. 

用引理便得下面的判别法. 


定理 10.11 (拉阿比 （ Raabe ) 判别法）设正项级数 〜 的项满足 




则 （1) 当 S >1 时，级数 S 〜收敛； 

• ■ I 

(2) 当 S <1 时，级数发散. 

N-I 

证明 （1) 由 5>1 知存在 £ 。>0,使得 S - 
在 / v M 使当 n >/ Vi 时，有 


记 r = S - e 。 > 1. 则存 


t- 1 ) 


s - 6 0 = r , 


取 p 使得 r > P > i . 由引理知存在 yv 2 , 使当 n > yv 2 时 ，有 


>(i 兴 r - 


故当 时，有 



^^ 1+ >( 1+ 士卜 


n + 1) 


由定理 10.8 与公士（/>>1)收敛，知史 、收敛 • 

(2) 当 S <1， 知存在 q >0, 使 S + Cl < l . 这时， 存在 IV ，当 n > JV ， 有 

n i^" l ) <S + ei<l - 


因此 


u " , 1 

. + 

U n^l n 

1 

(当 n 

> AO , 

或 

• 籲 

u n*l n + l 

“，丄 

n 

(当 n 

> AO . 


由定理 10.8 与 D 丄发散，知发散.定理 10.11 证完. 

«-i n --1 

注意，在拉阿比判别法中，极限值 S >1 时级数收敛， S <1 时级数发散. 
这和达朗贝尔判别法不同，在那里， /<1 时级数收敛， />1 时级数发散.实 
际上，这是毫不奇怪的，因为在拉阿比判别法中，我 们把、 放到了分子, 

放到了 分母： ,和达朗贝尔判别法的^刚巧倒了过来. 

读者很容易证明，拉阿比判别法包含了达朗贝尔判别法. " 

例7研究级数 

,• V ( 2fl - 1)!! 1 

^ ( 2 n )!! 2^~ 7 


的收敛性. 

解由 

(2 n + l )!! 1 

(2 n +2)!! 2 n + 
(2 n - 1)!! _1_ 
(2 n )!! 2^7 

知不能用达朗贝尔判别法.根据 


2 n +3 _ (2 n -f l ) 2 

一 1 = (2/14-2)(2/14-3) 




6 n +5 3_ 

• 打 (2 n + l ) 2 ’7 

用拉阿比判别法知级数收敛. 

类似于对达朗贝尔判别法的讨论，如果 
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lim n [ - l ) = 1， 

则无法确定 t 〜的敛散性.例如 S , 这时需要寻找别的方法来判 

nx 1 „ = 3 wUn n) 

别其收敛性. 

关于拉阿比判别法，我们想做一点说明.这个判别法，思想来源于用 P 
级数 t ^作标准，用比较判别法来判别级数的收敛性.事实上，如同前面 

nml ^ 

讲的，如果把这定理叙 述为： 若存在 P >1, 使得 

. ⑴ 

则级数 i ] 〜 收敛； 则级数发散.这也可以称为一个 

n. I U n ♦ I n Hm \ 

定理了.但实际上，这样叙述的定理不好用，因为给定 t 心， 你不知道用什 

么办法找出合适的 />• 但像本书前面所述，如罘用了引理\若 r > P > l , 则当 
n 充分大时，有 

( 1 + 亡 )>( 1 + 士)、 (2) 

就可以把上述定理改写成拉阿比判别法.而例7告诉我们，拉阿比判别法就很 
好用了.由此读者应体会到，如何运用学过的知识，如 （2), 改造已有的粗糙 
的想法，如 （1), 得到数学上更有意义的结果，这是我们应从中学到的思考数 
学问题的方法. 

定理 10.12( 柯西积分判别法）若/(幻>0在[〗，+ 00) 连续，申调下降， 
、=/(〃），则正项级数 I ；〜收敛的充分必要条件是极限 

nm I 

lim [ f ( t)dt 
*—♦ •J l 

存在. 

证明由于 /( x ) 多 0, 知 p /( f ) df 单调 上升. 因此，极限 

lim F ( x ) = lim [ /( t )dt 

• «—« mj [ 

存在，当且仅当 FU ) 有界. 

充 分性. 设存在，则存在 A />0, 使得 

j ^/( r)ch ^ M ( V *6[ l ，+ «>))• 



这时 
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图 10-1 

柯西积分判别法有一几何解释，见图 10-1. 积分 j n /( f ) ch 表示在曲线 

y = /(；0 下方对应区间[】，„]部分的曲边梯形面积.这面积夹在它的上和与下 
和 之间： 

+ /(n ) 彡 J〗/(/)ch 


/(2)+/(3) + 


«會《 



彡 /(1)+/(2) + … +/ U -1)， 


u 2 + u 3 + ••• + u n ^ 


因此，部分和 


m n 

• + u B ^ /( f )ch 彡 Zii + u 2 + ••• • 
1 

、有界，当且仅当 J ^/( t)ch 有界. 


用积分判别法可以给出/>级数收敛性的简单证明.这时/(幻=+, P 

XT 


它在[1,+ 00) 非负，单调下降且连续， / U )= 七.当0</> 

JV 

lim [ ^ = lim — ( x 1 p - 1 ) 
r -* ♦ « J 1 V P 

r + 00 . 当 0< p < 1, 


,# 1 时 


, 当 1 


以及当 p = l 时， 


f * 1 

lim — dt = lim In x = + c 
1 t • 

从而知 公七当 0</^1时发散，当； >>1 时 收敛. 

n ■ I n 

例 8 讨论 „ 的收敛性，其中 ？>0. 

«-3 n(ln n) q 


解取 /( 


On x) q 


, ^>0. 它在 [3, f oo ) 非负，单调下降，连续 


/(n) = 


n(\n 


7 •当时，已知 




-(In 3) 


当0 


(1 H 3) 1 ”， 当 7 


而当 g = 1时， 


lim I = lim (In In x - In In 3)= 

r— ♦ 3 tin t JT，♦ • 


故！] m w 当 9>1 时收敛，当 0< 9 矣 1 时发散. 

n .3 riKin n)^ 

过去研究极限和积分等，总是用离散量去逼近连续量.现在有了微积分， 
有了连续童的运算体系，却可以反过来用连 续摄来 研究离散量.定理 10. 12与 
例8是这方面的第一个例子.事实上，我们很容易计算连续量的叠加 
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dr 

7 


= lim 

j ： 一 ♦ * J 1 


dt 

7 


de 


“In 0 

但至今还不知如何计算 


= lim 


P - 


(p > 1), 
(In 3) 


r (In 


q - 


(9 > 1)， 




(In 


(p , o > 1), 


只能通过积分来估计后面两个级数的部 分和. 以后读者会看到很多这样的例 
子.人们总是以为， 离散鼉 有最小单位，可以数，因此总是比较简单的.其实 
不然，这里的例子就表明，连续童的叠加比离散董的叠加，其计算与处理，有 
时要容易得多. 


习 


题 


1. 判别下列级数的收 敛性: 

⑴ 

»■' V n + n 

(2) E 

n- I 

(3) S 


(4) 2sin^ 5 

⑸ St - 1 - 


(2n - \) 2 2n - 1 ' 
n - y/~n 


2/i - 


1) 


⑹ 

n Vn 

⑺ p (占 r ; 

(8) S 


[ln( n + 1): 


(9) 

( 10 ) 


-1) 


2 n 

S 2，，sin ^； 


(11) DO + (- \) n ) 


5 n 



(12) 

n* I n * 

(13) n( 1 - cos 士)； 

(14) 2 cos 丄； 

77 \ n 

(,5) Si ln ( ,+ ^) ; 

( 16 ) 

n« 1 ^ 

00 

(⑺ sin 士 arcsin 士 : 

(18) V] narctan ^ ; 

nml ^ 

(19) §(/^-小 

(20) E[(l + ^) 2 _,]. 

2. 判别下列级数的敛 散性: 

⑴ 以； 

(2) S ^； 


⑶ Ef ^； 

⑷ 

*>■1 ^ 

⑸ 

n ■ 1 ^ 



( 8 ) S ^ 
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(10) ~ 


5 3.5.7 

4 + 1.4.7 


3.5.7.9 

1-4-7-10 


3. 判别级数的敛散性 

⑴ 

⑵ S ( lnl )'»" ； 

(3) 

( 4 ) s 

(5) 

⑹ §3 士； 


(7) 2 ( P 是任意实 数）； 

n- I 71 

(8) 2 - rf - (p 是任意实 数）. 

"2 n p \n n 

4. 利用泰勒公式估算无穷小 S 的阶，从而判别下列级数的收敛性 


( P 是任意实数）. 


⑴ E [ e -(1 + 士) 丫; 


(2) 2 In 


(3) y ] ( V -f 1 - y /~ n) p \n — 

77i ri 

(4) 2 (\/ n + a 一 : n 2 + n 

5. 讨"论下列级数的收 敛性： 

⑴ § n ( h ! n ) 〆 ， 

⑵ ^ n • In n • In In a ’ 

^ n(ln n) Ua ln In n 




( 4 ) y - ! - 

fh n(\n n) p (\n In n )^ 

6. 利用拉阿比判别法研究下列级数的收 敛性： 

⑴ ![ ( 2 ( n 2 : ) ! ! )! T (/> 是实数)； 

(2) S + (a>0i ^ >0) . 

7. 已知两正项级数和发散，问 E maxU „, iO , E min ( 

、）两级数的收敛性如何 r •• " 8 

8. 若正项级数收敛， 证明： lim £ i - + 2 ^ l _ + 二 +叫 =0 

n.l •〜 n 

a n = \, n 乒 k 2 ， k = \，2,…， 

9•设 ^ 

^ 2 = p. A = l,2, …， 

求证••⑴ 收敛； 

n ■ 1 

(2) lim na n ^0. 


10 •设 a n >0, 且 lim —= /, 求证 lim^" n = Z . 反之是否成立？ 

n— 鍵 Q n »—• 

11. 利用级数收敛的必要条件 证明： 


(1) H 


巧 （ n !) 2 


= 0 ; 


(2) lim^~^=0(a>l). 


12•设（2„彡0,且数列 InaJ 有界，证明级数收敛. 

mwl 

13. 设正项级数收敛，证明 i y ^ r . 也 收敛. 
14•设 lim a n = I ， 求证： 

11 _餐 

⑴ 当/ >1时， s 去 收敛； 

n*i n - 

(2) 当 /< i 时, e 4 •发散. 

nml n » 

问 / = 1 时会有什么结论？ 
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§4 一般项级数 


1. 交错级数 

一般的无穷级数，它的项不一定都是正的或都是负的，我们统称为一般项 
级数.仍然按先简后繁的原则，先研究一类特殊的一般项级数，它的项正负相 
间，称为交错级数.这类级数总可以写成 

乂 （ - I)"- 1 〜= - u 2 + u 3 - u 4 + …+ ( - 1)" _ 1 a n + … 

H- I 

的形式，其中 u „ >0 (n = 1,2, …）. 

对于交错级数，有一个简单而又常用的判别法. 

定理 10.13( 莱布尼茨判别法）设交错级数 

2 ( - I ” -1 、（ u ” >0 ，n = 1,2,…） 

中的数列 Iu n l 单调下^趋向于0,则交错级数收敛. 

证明 考虑级数 t (- 的部分和数列 IS n | 的偶数指标所构成的子 

a m 1 

数列 5 2n = t (-1) 4 M u a . 这时 

“I 

^2( »i ♦ I) = S 2n + ( U 7 „ ♦ I - 以 2"+2 )彡 S2„ » 

这说明 IS 2 „ l 是单调上升的，而 

^2n = - ( U 2 - U 3 ) -•••-( U 2n - 2 * W 2n -l) - U 2n ^ lij , 

这就证明了 | S 2 „| 有上界.由单调上升有上界的数列必有极限存在，知 

lim Si n 二 S • 

根据 S 2n ^i = S 2n + u 2n4 i 

以及 w 2/t + 1 —0, 知 

S 2/l “ = lim S 2n + \im u 2n4 ., = S . 

于是我们证得级数部 i 和数列 I 的偶数指标构成的子数列 is 2 „ l 与奇数指标 
构成的子数列 ls 2 „ + 1 l 极限都存在，且相等，故 IS n l 极限存在，即级数收敛. 
定理 10. 13 证完. 

根据定理 10. 13 知，级数 

^ ( nn -« 1 , 1丄1 1丄丄卜丄 


收敛. 




2. 柯西收敢原理与绝对收敛 


回到一般项级数 . 这时部分和数列没有什么单调性了 . 但对一般的数列， 
我们曾经叙述过其极限存在的充分必要条件，即柯西准则 . 它断言，数列丨 S „| 有 
极限存在的充分必要条 件是： 对任意给定的 e>0, 存在 N ， 只要 n, m>/V , 有 

I5.-S..I <e. 

在这里，不妨设 m>n, 记 m = n + 则 p 是任意正整数，上面的充分必要 
条件又可叙 述为： 对任意给定的 e >0, 存在 /V ，只要 7i>yv , 对任意的正整数 
P , 均有 

I S ”♦ p | < €. 

如果 S „ 是级数 t 、的部分和， S n = t u 4 ，则 

• •I 1 

♦ p - 5 n = u n ^, + U n ^2 + ••• + 

这样便得到下面的级数收敛的柯西原理 . 

定理 10.14( 柯西收敛原理）级数 2 收敛的充分必要条 件是： 对任给 

m9 I 

的 e> 0 , 存在 yv, 只要 fi>yv , 对任意正整数 P , 有 

卜”+ 1 + “ n +2 + … | < £. 

用柯西收敛原理可以给出定理 10.13 的另一个 证明 . 事实上，当 p 是奇 
数时， 

〜 d - 、今 2 + -- U n ^ p . { -f u n ^ p 

= (“n + l- ^•♦2) + (、 + 3-^1“）+ … + (W n + ” 2 - 
多 0 ， 

而 W n4l - U a>2 + U n0 - - 、令 ”1 + M … 

= 以… -( U “ 2 O ) - - (、十1 - 以…） 

因此 I 1 -、+2 + 在 Un ♦卜 

类似地，当 P 为偶数时，也有 

I l - u n*2 + ^i + 3 -…-〜” I ^ U n ^ . 

由〜 —0 知对任给的 £ >0, 存在 yv ， 只要 n> N ， 有 u„ + 1 < e . 从而对任意正 
整数 P ， 有 

I U « + l ' U n*2 + u n+3 _ 1 )卜 1 U n + p I ^ U n + , < € . 

这就给出了定理 10.13 的另一个证明 . 

用柯西收敛原理还可以验证级数的发 散性 . 根据否定判断的陈述，便知级 


数 t 〜发散 的充分必要条 件是： 存在 eo >0, 对任意 yv ， 存在 n > N 以及存 
在 4 整数 />, 使得 

| ^1*4 1 ++ …+ u … | ^£ 0 . 

例1用柯西收敛原理证明调和级数 t +发散. 

证明对任意正整数 n , 只要取 P = n , 便有 

1 1 
n -f 1 + fi + 2 + 

因此存在€。= + > 0 ,对任意 ； v , 取 n = yv + i , 取 p = n ， 有 

1 1 1 1 

^― — X ■ ■ | _ ■ - a. ••• 4- . ^ — 

/1 + 1 n+2 n+n 〆 1 、 

故 i ]* 1 发散. 

TTx n 

由柯西收敛原理可以得到下面的判别法. 

定理 10.1 S 若级数 t |、|收敛，则 t 、 收敛. 

证明这是由于 

| + u^ 2 + ••* + | ^ | u n> | | + | a„ 0 | + ••• + I u 0 ^ p I , 

用柯西收敛原理（定理 10.14), 便证得定理 10.15. 

由于级数 t | 〜 | 是 t u n 每项取绝对值而得到的，因此是正项级数. 
这样，就把 一4 k 数的收敛 4判别化为判别正项级数的收敛性. 

例2讨论级数的收敛性. 

• ■I n 

解 由于 

sin nx 1 
了矣？ 

而级数收敛，根据止项级数的收敛判别法知收敛.由定理 

»■ 1 U M- 1 11 

10.15 推出对任意 x 收敛. 

nm | ^ 

注意，定理 10.15 的逆定理是不成立的，即由 t ； | u „| 发散，并不能推出 

MS I 



发散.事实上，取交错级数 
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2(-l) n 


-+ - 一 - + 

2 3 4 


+ (- 1 ) 


它是收敛的，但每项取绝对值后所得级数 


一 


-D 


2 T 3 T 4 


却是发散的. 

这样，我们引进绝对收敛与条件收敛的概念. 

定义 10.3 若级数 t | 心 | 收敛，则称级数 t 是绝对收 敛的； 若级 

n ■ I « ■ I 

数 、收 敛，但级数 t | 〜 | 发散，则称级数、是条件收敛的. 

定理 10.15 说，绝对收敛的级数必是收敛的 . ^ 

上面的例子说明，级数 t 是条件收敛级数. 

“I n 

由于 t | u „| 是正项级数，上一节中有关正项级数的收敛判别法都可以 

用来判别项级数的绝对收敛性.例如，我们有 
定理 10.16( 达朗贝尔判别法）若 

, 


lim 




则 （1) 当 f < l 时级数^、绝对 收敛； 

«• I 

(2) 当 f > l 时级数 t 发散. 

定理的证明是不难的 1 事实上，在 （1) 的情形，由正项级数的达朗贝尔判 

• 籌 

别法知收敛，由定理 10.15 推出 u „ 绝对收敛.但 （2) 的证明不能 
用正项级数的达朗贝尔判别法的结果，而^能用其证明的方 法：由 />1,推 
出 u „ 不趋于0,故 t 〜发散. 

类似地，读者可出绝对收敛的柯西判别法. 

例3讨论级数 t ^的收敛性. 

..I n 2 


解 根据 


U7T 


U! n + 


2 n 


l)2 n + 


n 
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知 平. 

一 I u n I 2 

因此，根据定理10.16,当 ¥<1 B 卩 U |<2 时，级数绝对 收敛； 当 

L «.i ^2 

¥>1 即 UI >2时，级数发散.当 ui =2 时，不能用定理 10. 16判 

L ..I ^2 

断.但这时有已知的 结果： 当 x = 2时，原级数化为 t 丄，因此 发散； 当 

•..I n 

- 2 时，原级数化为 2(-1)"-, 级数收敛. 

"I n 

结论： 级数 t ； ■^在 -2 矣 x <2 收敛，在其他地方发散. 

n* 1 

3. 狄利克當判别法与阿贝尔判别法 

对一般项的收敛级数，现在按收敛性把它们分成了 两类： 绝对收敛级数与 
条件收敛级数.对绝对收敛级数，判别其是否收敛，归结为正项级数.以前我 
们说过，正项级数的收敛性，本质上取决于一般项趋向于0的快慢.至于一般 
项级数，其一般项趋向于0的速度也许较慢，使得其绝对值构成的级数发散， 
但由于项中有正负号可以互相抵消，使原来级数仍可能条件收敛.因此，讨论 
级数的条件收敛性，需要比较精细的判别法.到目前为止，除了交错级数外, 
还没有介绍较为一般的判别法.下面我们将用柯西收敛原理推导出两个判别 
法，其精细之处体现在下面的阿贝尔变换上. 

阿贝尔变换设有两组数 b k = 为了求和数 

m 

2 a kbk = ^\ f >\ + a 2 6 2 + … + a m b m9 

kml 

引人 

Bi = 6i ， B 3 = fc, + & 2 + 6 3 ，…， 

= + b 2 + ••• + b n . 

这样 

b \ = B \ 乃 2= 丑2-衫1，" •人 = 心-1. 

把它代入和式，得 

m 

2 a kf>k = o.\ -k- a 2 (B 2 - B x ) ■¥ - B 2 ) + … + (B m - B m _i) 

km] 

=- a i)B { + U 2 - d 3 )B 2 + … + (a m ., - a m )B m _ x + a m B m 

w- I 

=S ( a * - a * ♦ i) • 

“I 




这个变换式 
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2 a k b k = 2 (a k - a k ^ x )B k + a m B 
就称为阿贝尔变换，或和差变换. 


y 

<h 

ft . 

li 






n A 







Ui \ 







«6 


fh 

bi 

b. 

IT 

"vl ^ 

o 

B x B 2 Bi B 4 B s B 6 x 


图 10-2 

上述阿贝尔变换，有一个简单的几何解释.为简单起见，设以多0,心多 
0 U = l ,2,3,-,6), 且单调下降.这时，& a ▲在图 10-2 中表示以心 

为底，以为高的六个矩形的面 积和. 这正是此图中大阶梯形的面积，它显然 
等于以^=心+ 6 2 + 〜 + 6 6 为底，％为高的矩形面积，以及以〜 = & + 〜 + 
b k 为底， a *- a 4 + 1 为髙 （4 = 1,2, … ，5) 的五个“扁”矩形的面积 之和. 可见, 

阿贝尔变换在几何上看，只是把大阶梯形面积化成两种不同方向的矩形和 
而已. 

由阿贝尔变换可以得到下面的阿贝尔引理. 

引理 1( 阿贝尔引理）设 

( i ) 丨4!4 = 1,2,_“，爪）单调（单调上升或单调下降>; 

k 

( ii ) B k :^j b ^ fc 二 U 2, …， m ) 有界， 即存在汾 >0,使得 

/■I 

丨忍 * I $ A / (A = 1,2,…， m ) ， 

则 | 2 | ^ M ( | a , | +2| a m (). 

A * I 

证明由阿贝尔变 换与仏 有界知 

a k ^ x ) B k -¥ a m B m \ 

kml 1.1 

^ 2 I a * ~ a “l I I I + I a m I I I 

kn \ 

辑-1 

^^(2 ! °* - ♦ 1 I + I fl m I ). 
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注意到 A 单调，则每个 U 广 a* + 1 )U = l ， 2, … ， m-1) 同号，因此 


从而 


2 I a* - a t * i | = | ^ ( a* - a A + 1 ) I = I a, - a m I , 

ft«l ** 1 

m 

2 a k b k I $ 对 （！ a » - I + j a m | ( I a, I + 2 | a TO | ), 


引理 1 证完 • 

定理 10.17( 狄利克雷判别法）设 

( i ) 级数 t 的部分和 fi „= 有界，即存在 M >0, 使得|&|彡 

Its 1 kmi 

M ( n = 1,2 ,…）； 

( ii ) 数列 U n 丨单调趋向于 0, 

则级数 t 上收 敛. 

h s 1 

证明用柯西收敛原理与阿贝尔引理证明.由知，任给 e >0, 存 
在/ V ,当 fi >/ V 时，有 | fl „|< e . 而显然 

1 h.i + … | = | B n ^ k - B n I ^2Af. 

故只要 n >； V , 对任意正整数 P , 有 

I ^ a k b k \ 《 2M ( I a„ ♦ 1 1 +2| a n4p | ) <6Me , 

km n*\ 

故级数 t 收敛. 

n - I 

定理 10.18( 阿贝尔判别法）设 

( i ) 级数幺收敛； 

( ii ) 数列 f a „ l 单调有界， 

则级数 t (1火收敛. 

"1 

证明用柯西收敛原理与阿贝尔引理证明•设 | a „| 彡尺.由收敛， 

知任给€>0,存在当^1>5时，对任意正整数 P , 有 

| L + 1 + …+ 6 …| < £. 

因此只要 n > yv , 对任意正整数 p , 有 

| ^ dkb k i < e ( I a n^i I +2| a n + p I )^3A£ , 

k » «»I 

故级数 t 收敛. 
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阿贝尔判别法可以用下面简单的话来帮助 记忆： 一个收敛级数各项乘以单 
调有界的因子后仍然是收敛的. 

用狄利克雷判别法可以推出交错级数的莱布尼茨判别法，请读者把证明写 
出来. 

例 4 讨论级数 

sin 2 x sin 3 x sin nx 


' ST ' sin 似 • 

士 丁 =训 


2 ■ 3 _ ■ a ■ 

w • I 

的敛散性. 

解当 x 等于 it 的整数倍时 ， sin nx =0 U = l ,2, …）.即级数每一项均为 
0,级数当然收敛. 

下面设文不等于 tt 的整数倍，这时 sin *#0. 用三角函数积化和差的 
公式： 


2 sin 


2 


2 


2 

Y 


2 sin -ysin 2 x = cos -y 


2 sin 了 sin 3 x = cor ~ 


5 

2 X9 

7 

2^ 


2 sin — sii 


2n - 


加起来便得 


2 sin 2 sin kx = cos 


2 


2 〃 2 ， 

2n + 1 

- cos ―-— Xy 


因此 


I sin hx 




X 


2n -f 1 

cos — 

+ 

COS - 

2 * 

2 

si 

X 

n ~ 



2 





A 

~2 


对 n = l ,2, …均 成立. 注意到丄单调下降趋向于 0, 由狄利克雷判别法知 

n 

结果证明了 _ 对一切 x 收敛. 

同理可证，级数 当太 不等于2兀的整数倍，即为整 

«■ 1 n 

数)时，则级数 收敛； 当 x 为 2 tt 的整数倍即： =2 m 7 r ( m 为整数）时 ， cos ^ = 1, 
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这时级数化为 t 丄， 显然发散. 

fl 

n • 1 

例 s 若级数_〜收敛，则这只要 
应用阿贝尔判别法即得. "* 


习 



1. 讨论下列级数的收 敛性： 

( i ) S (- i )"-^ 


100 ’ 


(2)S^sin^; 




- 1 ) 


(4) §^ + (- l ) n， 

m 

⑸ 2 — (兀 2 + 1 ) 


(6) Z 

n m 1 

(7) 1； 


- 1 ) 


- 1 ) 

n p 


(p >0) 


⑻客 ^ sin y ; 

⑼文 （ _ 1)ll£ ^ 

n.l n 

do) 2 (-o n — 


Ol ) 2 (- l)"sin — ( x ^ O ); 


( 12 ) 

A ■窗 

(13) 


l ) 2 . 


V2-1 ^2+1 ^3-1 V3 

04) ( a > 


V~n - 1 - J~ri 


0) 
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( 12 ) 2 

TTi ^ 

(13) 2 ( T ') ， lim a n = a > 0; 

(14) 2 (_1 )V + / " ( r >0); 

» - 1 

(15) 2 .! ( fY ； 


05) 2 

n * l 

(16) 2 


， i n 卜 + 7 ) 


2. 讨论下列级数是否绝对收敛或条件收敛 


Tr)7r) 
< < 
X 太 
V < 

o o 


o 

> 

P 


In 


n 

sin 

+ X 

(2 

n : 

i 

) 

sin 

n! 

nx 


( 

/ 

COf 

n 

i ru 

: 


n 

In 




n 


3 


lrl 


o) 

> 


n 

5 


^ /n 


n 

(- 

l) 

n 

n p ^ 

\ 

l 

* 

n 

(- 

! U 
、（- 

+ 

■1 

( 

)" 


•In 

♦ 

pn 


\J \M/ )/ \J XI/ )/ )/ )/ o 

123456789 

/V yfv /V /f\ /l\ /f\ /f\ /V /1\ 


10 




(16) + 其中 / >>0; 

( i 7 4 j 二)， 

n 

• Sin ~T~7T 
(18)2 —^― . 

Ba， ^ + sin 

3. 利用柯西收敛原理判别下列级数的敛散性 •_ 

(1) a 0 + a x q ■¥ a 2 g 2 + …+ a n q n + …，| g | < 1， | a „ | ^ A ( n =0,1, 

2, …）； 

/、、 • 1 1 1 1 1 
⑵ 1 + T _ Tm + …. 

4. 求证： 若级数 (〜多 0) 收敛，则级数 t ； a 2 „ 收敛. 但反之不成 

立，请举出例子. "" "" 

5. 若级数 i ] a „ 收敛，且 = 问是否能断定 t 6„也收敛？研究 

77 ； a n 77 ! 

例子 



6. 证明： 若级数& a n ( A)R S MB) 都收敛，且 

H ■ 1 «1 ■窗 

a„ 彡 彡6„ (n = 1，2，.“）， 

OB 

则级数 c„(C) 也收敛.若级数 （A) 与 （B) 都发散，问级数 （C) 的收敛性如何？ 

n • 1 

7 •证 明： 若文今收敛，则当 ％> x 。 时，§今也 收敛. 若金今发散, 

771 no 77： trl n x o 

则当无 < x。 时， 念今 也发散 • 

«*i n 

8. 求证： 若数列 1收„1 有极限，收敛，则交；〜也收敛. 

H -1 nm\ 

9. 求 证：若 i Un-cz^) 绝对收敛，^ 收敛，则 aA 收敛. 

"■ I • = I n> I 

Oft Oft 

10. 求证： 若级数 a 2 n 和 YA 都收敛，则级数 

>13 I • ■ 1 

2 \ a n b n \,±( a n , 6 n )\±^ 

HM I ns I nx1 U 




也收敛. 

11. 设正项数列 U „ l 单调上升且有界， 求证： 

亡） 

收敛. 

12. 对数列 U „ l ， UJ , 定义乂=文 △ b k = b “ l - b k ， 求证： 

“I 

(1) 如果 1 SJ 有界， f ； 收敛，且 00)， 则文 fln 6„ 收 

* ■ 1 n ■ I 

敛，且有 

m m 

2 a A = - 2 S n'^b n i 

mm 1 «■ 1 

(2) 如果与念 I A I 都收敛，则念 aA 收敛. 

n ■ I n m I m U I 

鵪 

13 . 设 Z a n 收敛，且 lim = 0，求证 

N .i f 

臁 

2 n ( a ” - a "。 

收敛，并且 "" 

os m 

2 n ( a ” - a n ♦ 1 ) = 2 a " • 

14 . 下列命题，对的请给予证明，错的请举出 反例： 

(1) 若 a „>0， 则 a , - a , + a 2 - a 〗 + a 3 - a 3 + …收敛； 

(2) 若 a n — 0，则 a ! - a + a ] - a 〗 + a 3 - a 3 + …收敛； 

(3) 若收敛，则 收敛； 

» ■ I m m I 

(4) 若 t d 收敛，则 t a 3 n 绝对 收敛； 

* * I m m 1 

(5) 若 i 〜发散，则 a „ 不趋于 0; 

It » I 

⑹若重； a „ 收敛，6„叫，则重； czA 收敛； 

•« » 1 k c I 

⑺ 若土； Kl 收敛， 乂 叫， 则文 aA 收敛； 

« ■ I A ■ I 

(8) 若 i fln 收敛，则 i a 2 „ 收敛； 
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(9) 若 收敛， a n >0,则 limna ^ O . 

n • 1 n—• 

15. 求下列极限（其中 p > l ): 

⑴ i^l(n + l) p + (n+2)^ + *" + (2n 5 



OD 

16.若正项级数 I ] 收敛， a n . 丨彡 a n ( /i = 1,2,…），求证： lim rui n =0. 

M ■ 1 m 

§5 无穷级数与代数运算 


如果无穷级数收敛，则它有一个和.但这是无穷项的和，它同有限和比 
较，在代数运算性质方面是否一样呢？ 

有限和的运算性质，主要 包括： 

(1) 结合律 （Cl + 6) + c = a + (6 + C ); 

(2) 交换律 a + 6 = 6 + a ; 

(3) 分配律 （a + 6 )(c + ( f ) = ac + ad + + W . 

这些性质对收敛的无穷级数是否成立呢？ 

先看结合律.这条规律说，在求和过程中可以任意“加括弧”.这一点， 
对发散级数是不能随意作的，我们已经看过 例子： 

1-1 + 1-1 + 1-1 + 

适当加括弧可使其和为0,也可使其和为 1. 但对收敛级数来说却是可以任意 
“加括弧”进行运箅的. 

怎样描写“加括弧 ”呢？ 

定理 10.19 若级数2 a n 收敛，其和为 S , 0 = p Q < P 丨 < p 2 〈… < 外< 

nnl 

丹 + 1 <…是任一严格上升的正整数数列， liinp 4 =+«, 则级数 

• . P “1 、 

2( U 

*■0 

= (zx, + ••• + a p ) + (u p ^, + ••• + u Pj ) + (1) 

…+ (、“ + ••• + ' ) + ••• 

也收敛，且其和仍为 S . ^ 

证明设 u 4 是级数 t 〜的部 分和，则按假 SS n "- SU 一 oo ). 
不难看出， （1) 的前 / c 项部分和为 ％ 
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(Ui + ••• + U p ) + (u p +1 4- ― + U p ) + 

… + ( I V ,“ + … + 、 ）= V 

正好是 ls„l 的子数列.根据子数列的性质知 s P4 —s U — 00 ). 这就证明了级数 
(1) 收敛，且其和为 S ， 定理 10.19 证完. 

定理 10. 19表明，收敛级数可以任意“加括弧”，且其和不变.但注意不 
能随便“去括弧”.例如 


0 + 0 + …+ 0 + … 

=(1-1) + (1-1) + (1-1) +…， 

它不等于 


下面看交 换律. 无穷和与有穷和在这里有了差别，我们的结论 将是： 对绝 
对收敛级数来说，各项相加的次序是可以任意改变的，也就是说，交换律成 
立. 对条件收敛级数来说，各项相加的次序是不能随便改变的，即交换律是不 
成立的. 

如何表示无穷项相加的次序的改变？注意这时不增加项，也不减少项，只 
是交换了相加的 次序. 若 A -人 是正整数到正整数的一个一一对应，则称 

« m 

^ %是！的一个 重排. 级数的重排的确就是加法次序的一种改变，既 

kml kml 

不增加项，也不减 少项. 注意，要把这里的％同子数列表示中的\区别开来. 
在子数列的情形，是正整数的严格递增子歹 i : h < k < h < …， i 时，一般 
来说，厶不是正整数集间的一一 对应. 例如 u 4 i 的子列 u 24 i , &一厶只是 

正整数集到偶数集的 对应. 而对于 t 屮是 t 的重排，则 a — 又是 正整数 

“I 4 “I 

的——对应. 

为了使读者熟悉重排这个概念，我们叙述一个简单的 命题： 

若〜 —0( fl —00), 而人是正整数集间的——对应，则％— 0 U —00). 
其证明是简单的.已知任给 e > o , 存在 yv , 当 n > yv 时，有 | u „|< e .令 

m = max I / |乂 = A: ， A: = 1 ， 2,…, TV I , 

则当 A : > m 后， I 、 I A : > m 丨中不再含有 u 丨， u 2 , …， M ， 故有 |'| < e , 即 
%— OU - oo )( 这一点从极限的几何解释看是十分明显的，图 10-3). 



第十章数项级数 


加法的交换律，对收敛级数来说，并不是恒成立的.只有对绝对收敛级数 
才肯定成立. 

定理 10.20 若级数么绝对收敛，其和为而4是重] '的任 

«■ 1 A-I k n S l 

意一个重排，则 g %也绝对收敛，且其和仍为 

证明先证绝对收 敛性. 已知 t ja „| 的部分和有界，即 f ； \ u k \^M 

H•I I 

(n = l ,2, …）.则对任意 m , 有 

2 I \ I ^ S U * I “ ， 

kml t«| 

其中 n m = max ( L ， y 2 ，…，丸 ） . 

故 g %绝对收敛. 

下面证明^ U , 的和为5.已知对任给 e > 0 , 存在 yv , 当 n >/ V 时，有 

kml * 

n 

I 2 u k ~ S \ < € , 

且对任意正整数有 4 " 

I ♦ I I + I u n^2 I + …+ 卜 … I < C . 

令 m = max I i |; f = A: , *: = 1,2, ••• , + 11 , 则当 n > m 时 ， ^ u ;t 中包含了 全部 

…， u 2 ，…，作为它的项，可能还有其他的项但其下^标 ；>；V + 1. 记这 
些…的和为心则 

4- I km | 

故 I 2 tt >* " s I ^ | 2 - S I + I 7 I < 2 e , 

▲■I 赢 《 I 

这就证明了 七= S ， 定理 10.20 证完. 

k = \ 4 

上述性质，条件收敛级数是不具 有的. 我们甚至有下面的令人乍一听来有 
点出乎意外的结果. 

定理 10.21 (黎曼）若 t 条件收敛，则 

(1) 适当重排，可使新 发散； 

(2) 对任意实数 <7,可找到 u „ 的适当重排，使其和为1 
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这定理说明，对任一条件收敛的级数，可适当重排，使之收敛到任一事先 
给定的实数，或发散.这一点初看起来是不易想像的.但当读者学了后面的证 
明后，就会觉得这是极其自然的了.为证明定理，先给出一个引理.令 

♦ u n + I I f w n , 当 u n ^ O f 
Un = — 2 — = l 0, 当 ^<0， 

- u n - \ u n \ 卜”， 当 u n <0， 

Un = —~2^ = | o , 当 

这时，级数 E u ；, 2 u ； 分别是由 2 、中正的项与负的项组成的级数， 

n »I 鳟囂 1 n «1 

显然 

U n = U ； + U ； , 

而 卜.丨= li : - . 

引理1若、条件收敛，则 E u ； , S a ； 发散，并且分别发散到 

• ■ I * ■ I * ■ 1 

+ 0 O 与 - 00 • 

引理1的证明已知 S 〜收敛，2 hnl 发散，而“卜〜 ％ 1 ，丨 ，故 

«•I n « I I 

00 * • • 

I ]心 ， D 发散.根据 U : 彡0, U : 彡0，知 Z = + 00 ,乏] U : 

"• 1 * ■ 1 « ■ I n ■ I 

= - 00 • 

由0在 < 在丨 ' I , 0^ - a ； ^\ u n \ 及正项级数的比较判别法，容易给出 
绝对收敛级数必收敛的另外一个证明. 

定理 10.21 的证明显然 a ；-0, 而根据引理2 u ； = + 00, 

nm I 

00 

2 *= - 00 • 
n> I 

(1) 在 t u : 中依顺序取 h 项，使其和大于丨.然后在 t 中取一 

* ■ 1 n e I 

oe 

项，再在 1] * x n + 剩下的项中依顺序取足够多的项，使与前面的项加起来其和 

n s | 

大于 2( 由= + 00知这是办得到的）.设这时连前面取出来的项共有〜 
/!> 1 

项.再取； i ] 中的下一项，接着在 t ； II :剩下的项中依顺序取足够多的 

"* * n = 1 

项，使与前面的项加起来其和大于 3. 设这时连前面取出来的项共有以 
项……如此下去，得到的重排级数是发散的，因为新级数的部分和 G 满足 
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^♦1 = + U ； , 

而 当 fl *+ 1 彡71 彡〜 + 1 ， 

4 昜 ♦ I 

由此知 t n ~* + » . 

(2) 不妨设 cr >0. • 

0D 

先依次取 U „ + 中的若干项，使其和、刚巧大于或等于 (7 (刚巧的意思 

n » 1 

指： 但 t ni ^< a ). 然后依次在 D u : 中取足够多的项，使与前面的项 

« « I 

• 

相加，其和 、刚 巧小于 ( T . 回头来再取中足够多的项，使与前面的项 

n« I 

相加，其和、刚巧大于或等于 CT . 再取 t 后面的项……这样便得到 

H « I 

S ^的重排，记为 t 显然 6 n -0. 记重排后级数 t \的部分和为 

« ■ I »» • 1 n ■ I 

t n = Tj b k 9 则前面构造的数列 I 刚好是 I 的子数列.由 

hm\ * 

S 叫彡 卜”， V 1 1 =丨 \ 卜 o U — °°)， 

知 t n -*a ( A-^oo ). 

而根据前述构造， 当〜在 n <时， t n 夹在与 Q 之间，故 l n -^c y 

k ♦ I k 

这就证明了； 6 n 收敛到 ( T . 定理 10.21 证完. 

• ■ I 

定理10.20、 10.21 表明，对绝对收敛的级数、，有 t < 00, 

• ■ I « ■ 1 

■ m 

2( - U ；) < 00, 且不管你怎样交换 u „ 各项求和的次序，它的收敛性与 

和都是“绝对”不 变的. 它是一种“真 k 的和”，不是由于正负互相抵消才“加 
得起来 的”. 这就给出了名词“绝对收敛”的一种新的含义（过去的含义是 ：每项 

的绝对值构成的级数收 敛）. 而条件收敛级数则不然，这时2 

H 麄篇 

鶴 

2 . 因此它的收敛是靠了正负项排列的适当抵消才收敛的.不同 

FI 霉應 

排列可以收敛到完全不同 的数. 因此这种和不是“绝对”的. 

最后来看分配律，也就是说看两个无穷和的乘积. 

• ■ 

给定两个收敛级数^ 仿照有限和乘积的规则，把所有可能 
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的对应项乘积 a ,% ( i ， 


= 1,2,…）写出来，列成下表 

U\Vx U { V 2 t；3 U X V A J • 


U 3 V : 


UiV\ UiV 2 UiV 3 


这些乘积可以按许多方式将它们排列成数列，然后把它们加起来，构成无 
穷级数.最常见的排列方式有两种，一种是按斜对 角线： 



1导到 Ui I ；! + U | t ；2 + UiV 2 + U 2 v { + U\ t ；3 •♦- U 2 V ^ + U 3 t ；3 + U^Vi + U >^ V \ + . 

一般说来，不同排列对级数的收敛性与和是有影响的，但在原来两个级数 
绝对收敛的条件下，则不同排列对级数的收敛性与和没有影响. 

定理 10.22( 柯西）若级数%均绝对收敛，其和分别为^与 

mml mm I 

t ， 则它们各项之积 U 外 = 1,2 ，…） 按任何方式排列所构成的级数也绝对收 
敛，且其和为对. 

证明把按某种方式排列所得的新级数记为 t u ^， 考虑正项级数 

1 

S 丨〜 I ，其部分和记为这时 

n « 1 

〜• = 2 I w I = 2 I w I . 

*- I km \ 

N : max (ni 9 n 2 , m " ,n n 9 m l 9 m 2 y' aa ,m n ) , 


记 






第十章数项级数 


则 < 中所有的项心都包含在因此 

= 2 I Un k Vm k 1^(2 1 U * I ) ( 2 I 〜 I l ， 

“I km I “1 

而右边两个因子都是有界的. 

N S 

2丨 | 彡 M ，2 卜 * 1彡 c ， 

“I “I 

故1^彳|有界.这就证明了 t ' 绝对收敛.根据定理10.20,知不论如何重 

mrn ! 

排 t %所得的级数也绝对收敛，且其和不变. 

N 为了证明这个和等于 sf ， 我们只需取一种排列方式证明即可.考虑用正方 

形法排列所得的级数 t u / i 记它的部分和为〜.已知 t 绝对收敛， 

因此知 u n l 有极限存在 。 我们的目的是要证明这极限等于考虑的一个 
子数列 U n M , 

〜 1 2 = ( 2…) （ 2 v *) （当 " °° ) ， 

i « I k m I 

因此 〜 —M U ^ oo ). 这就证明了 t < 收敛到 SI . 定理 10.22 证完. 

例 1 级数 " 



在 U |<1 时绝对收敛.将这个级数自乘，按斜对角线法排列并项，可得 

1 + 2 % + 3« 2 + …+ 似 " • 1 + …= 77」~\2 

(1 - 

在 M <1时成立. 

综合本节结果，可以看出，对绝对收敛级数来说，有限和的运算规 律：结 
合律、交换律、分配律等都是成立的.但对条件收敛级数来说，则有些成立， 
有些不成立，读者用起来时，要注意区分. 

习 题 

1. 不用柯西准则， 求证： 如果 t U n | 收敛，则 t 〜也 收敛. 

n*I mrnl 

9D 

2. 设收敛， 求证： 将相邻奇偶项交换后所成的级数收敛，且具有 
相同的和 
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3. 求 证： 由级数;重排所得的级数 

HS I V n 

t 11111 

TrTTS+TTTr … 

发散. 

4. 证 明： 若 t ； an 条件收敛，则可把级数重排，使新级数部分和数列有 
—子数列趋向于: 00,有一子数列趋向 -00. 

5. 已知 = + … + l = c + ln n + r n ，c 是欧拉常数 ， lim r n = 0, 

求证： 

/ lN 1 1 1 1 , 11 

⑴ y + f + G = T ln m + ? + 

(2) 若把级数+ + …的各项重排，而使依次 p 个正项的一组 

与依次 g 个负项的一组相交替，则新级数的和为 In 2 + jin 

6. 求 证： 级数 t ； 的平方（柯西乘积）是收敛的. 

n - I 11 

7•令 e *= 2 - } , 求证 W . 

« -o n • 

8 .证 明： 若级数的项加括号后所成的级数收敛，并且在同一个括号内项 
的符号相同，那么去掉括号后，此级数亦 收敛； 并由此考察级数 



的收敛性. 




第十一章广义积分 


积分区间为无限，或被积函数无界，按定积分的定义，这两种情形的积分 
都是没有意义的.本章的目的是把定积分的槪念推广到这两种情形，引人收敛 
与发散的概念.人们发现，它们在形式上和无穷级数十分类似，所不同的只是 
这里用的是连续变童而级数中用的是离散变量.掌握这两者之间的共同点与差 
异，应是学习本章内容所特别需要注意的地方. 

§1无穷限广义积分 


1. 无穷限积分的槪念 


在本教程上册中我们考虑过，把一个质量为 m 的物体（例如火箭）自地面 
送到离地面高度为/ I 处克服重力所作的功.设地球质 ft 为 Af , 半径为/?,则 
由万有引力定律知，地球对物体的引力为 


= G 


Mm 


其中％为地球中心到物体的距离， C 为引力常数.利用 


G 


Mm 


= rng 


可得 “ 9 , 

其中 g 是重力加速度， g«9.8 m/s 2 . 

于是，将质董为 m 的物体从太=/?送到所需作的功妒可写成定 

积分 

为了使物体（火箭）脱离地球引力范围，则所作的功为 

W = lim W h = lim [ R 2 g 

4—♦ • A—♦ n X 

% lim 

记 & = 则 / i —+ ® 等价于 6—+ ® . 因此上式可以写成 

f 6 1 

W = lim J mgR^ ~y = mgR. 



这里很自然就会把极限 Um I' 看作积分 I"* g • 这个积分区间是无穷的， 
但积分值是一个数.这就是本节要讨论的无穷限广义积分. 

顺便指出，如果物体以初速度叫向上发射，它的动能为只有这个 
动能超过物体才有可能脱离地球引力范围，由此从 

士 nu)\- mgR, 

将 g «9.81 m / s 2 , R ^6 371 km = 6 371 x 10 3 m 代入，求得 

i；o = 11.2 km/s. 

这就是物体从地面脱离地球引力范围所必需具有的最小初速度，称为第二宇宙 
速度. 

回到积分 J ' Y " _的讨论.这个无穷限的积分，从黎曼积分分割、求和、 

取极限来定义是没有意义的.但对于任意的 fc >/?>0, 都有意义.因此 

自然就把这个无穷积分看成有穷积分的极限 

dx f 6 dx 

其几何意义就是在曲线7 = +之下，： t 轴之上， 

直线 : t = /?之右向无穷延伸的区域之面积. 

但如果把函数士 2 ,用士来代替，考虑 

lim [ — = lim (In 6 - In 尺） =+ » . 

这个极限是+»,也就是说^不是一个数.同级数 

J R x 



相比较，我们自然认为无穷限积分 J "" 0 ^发散. 

定义 11.1 设函数/(幻在 [ a ， + ») 有定义，并且在任意有限区间 [ a ,4] 
上可积.若极限 

lim [ f ( x)dx = / 

4 —♦ mj a 

存在，则称此极限值为/(幻在无穷区间 [ a , + oo ) 上的广义积分，记为 



J /( x)dx = / = lim J* f( x)dx. 

这时也称积分是收敛的.若极限 

lim J f(x)dx • 

不存在，则称积分 P°°/U)dx 是发散的 . 这时还使用记号]"°°/(:)<^，但它 

并不表示一个数 .° 

类似地又可以定义积分 

J f(x)dx = lim J f(x)dx. 

当 f/UWx 与都收敛时，我们就说 j 二 /UWx 收敛，并且 


定义 


J f(x)dx = f(x)dx + | f(x)dx. 


显然，右边这两个数的和是与 a 的选择无关的 . 事实上， 


\ a ^f(x)dx ^\^f(x)dx 

= I f(x)dx + I /(x)dx + J f(x)dx -f j f(x)dx 

=j /(x)dx + f(x)dx. 

若 f/U)h 与 |^/( ： 0(^ 中有一个发散，则称 f/U)dx 是发散的 . 


显然 


J" f(x)dx = lim f(x)dx . 


必须注意的是，这里， --00 与 4 


两者之间是独立变化的 . 


例 1 

解 In XV? = arC， 


A 

0 = 


4 一 1(4 


) ，因此 


例 2 讨论 J" 18 _ ( 其中《 >0) 的收敛性，其中 P 为任意实数 . 



解若 p # l ， 则 


_ a = rf _ u ,..^ ) = /pu) 


显然 


lim I p ( A )= 


，当 p <\, 
, 当/ ? > 1. 


若/ > = 1， 则 


J ^ = In 4 - In a -►+ »(. 
故积分 J "°° # 当 P >1 时收敛，当时发散. 


(A 


Jo rF 

例3讨论 


的收敛性，其中 g 为实数. 

解当时， 

fTr^w = r4 (lnx)1- 'r 

」2 «(ln X) q 1 - q 2 

= r L - [(In /0 l ^-(ln2) 1 ^]. 

1 - Q 

由于当 （?>1 时， 

lim (In W-kO ， 

当 9 <1 时， ^ • 

lim (In AY~ q = + « , 

故当 <?>1 时积分收敛，当 g <1 时积分发散. 

当 g = l 时，由 

\ 2 ^tx = In In A -In In 2— + ® (A—+ »〉 

知积分也发散. ^ 

总起来说，当 g > l 时，^分 收敛； 当（7在1时，积分发散 
例4计算积分 

I = e _ax sin bxdx ， a >0. 

J A 


=lim I - 一 sin bxde 

肩 — ♦ OB \ O j 0 


解 


由此得 


= lim [- 丄 (e _ 似 sin bx\^ - b e"°*cos 

=—f cos bxde -ax 
a a -* « J 0 

=lim [- A(e -<u cos 6* I: + e'^sir 

= 4-^ f^e^sin bxdx = 4 - K 1 ， 
a a ^ o a a 

( 1 + ^) / = ^ 


bxdx 


bxdx 


例 S 「 
这是因为 


xdx 发散. 


xdx = sin A , 


当 +« 时 ， sin 4 极限不存在，故积分发散. 

把无穷限积分和级数作形式上的比较是很有意义的.对应于级数的一般项 
u n 在这里是被积函数 / U ), 其差别在于 n 是离散变量，而 x 是连续变摄.因 

此对级数是无 穷项、 的相加 2 u n , 对积分则是连续和| +08 /(*)(^.但它们收 
敛发散的定义却是类 似的： "* 

瓣 颺 

S u * = lim 2 u k . 

“I kml 

J f ( x)dx = Y\m J f ( x)dx , 

分别是有限和与有限积分的极限.区别在于一个是数列的极限，一个是函数的 
极限. 因此，如果对 fi — + 00与: t — + 00有类似的极限定理，则无穷限积分有 
类似于级数的收敛判别法，但连续量与离散量仍然是有差别的，如级数中有项 
、，它前一项为而这对连续量就没有.因此，像正项级数的达朗贝尔 
判别法，在无穷限积分中就没有相应的判 别法. 又如在级数中可以证明， 

D 〜收敛 的必要条件是〜 —0, 在无穷限积分中就无法证明类似的 结论： 

n s 1 

+ f ( x ) dx 收敛的必要条件是 / u )— OU — + 00 ) (以后将看到，这是不正确 

a 

的）. 但无穷限积分有时较无穷级数容易处理，这是因为无穷限积分许多时候 
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能够计算出来，而级数计算就困难得多. 

级数和积分还有其它密切关系，在讲正项级数积分收敛判别法时证 明了： 

若在 [1,+ OC )，/ U ) 多0、单调下降、连续，则级数 念 / U ) 收敛当且仅当 

n • 1 

lim J f ( x)dx 

存在.现在就可以改 述为： 收敛当且仅当 pmAOdz 收敛.在这里 

/ U ) 单调下降的条件是重要的.在这个条件下，许多对级数成立的判别法对 
积分也有类似的结果. 

根据无穷限积分的定义，容易看出以下的简单 性质： 

1° 若 J" C0 /U)dx 收敛， A 是常数 • 则也收敛，且 

| kf ( x)dx = A :| f ( x ) dx . 

2。若 \^ f ( x ) dx 9 g { x)dx 收敛，则厂 [ f ( x ) ± g ( x)]dx 也收敛， 

^ a 』 a a 

且 

J [ fix ) ± g ( x )] dx = I f ( x)dx ± I g ( x ) dx . 

把函数极限存在的柯西原理，翻译为无穷限积分的语言，便得 
定理 11 . 1 ( 无穷限积分的柯西收敛原理）广义积分 f 收敛的充 

分必要条件是对任给 e >0,存在/1>0,当 > T , 时，有 

[ f ( x)dx < e . 

J A m 

和无穷级数相仿，有下面的定理. 

定理 11.2 若 jyi / u ) ih 收敛，且 / u ) 在任意有限区间 [ a ,/ i ] 可积， 

则]^°°/(%)(^ 收敛. 

请读者把定理 11.2 的证明写出来. 

类似地，称无穷限积分 f / U ) h 绝对收敛，如果 f |/ U )| d * 收敛; 

称条件收敛，如果厂 。0 i / u ) id ； t 发散，而 r ° v ( x ) h 收敛•定 
理 11.2 说 的是： 绝对收敛的无穷^积分必收敛. ° 



请读者举例说明定理 11.2 的逆命题是不成立的. 


2. 无穷限积分的收敛判别法 

定理 11.3( 比较判别法）设/(幻在 [ fl , + 00) 有定义且在任何有限区间 
[ a ,4] 可积， " 

( i ) 若存在 数心当 戈多 时， 

1/(*) 丨矣 9( 太） ， 

而收敛，则 收敛. 

a a 

若 

1/(*) \^< p ( x ) >0 (当 
r % u)h 发散，则 f " i / u)idx 发散. 

^ a a 

( ii ) 若 < p ( x ) >0 ,且 

< p \ x ) 

则当0 彡 /<+ oo 时，由 f 9(^%收敛可以推出 f l / U )| dx 收敛； 当0< 

U + * 时，由 < p ( x)dx 发散可以推出 J ♦•|/ U )| dx 发散. 

证明 （ i ) 设 |/ U )|^(*)(*> fi ), ]"+%(*)〜 收敛. 这时，任给 
e >0,存在 4( 不妨认为5)，当 / T , / T >/ l 时，有 


| < p ( x)dx 


< c , 


从而 j |^ |/( x ) | dx j ^ J|^^(%)dx < £. 

由柯西收敛原理知 J " 00 \ f ( x )\ dx 收敛. 

另一部分可由已证的部分用反证法推出. 

( ii ) 利用极限的性质，结论很容易由 （ i ) 推得. 

特别地，取 p ( x ) = 吾作比较的标准，便可得下面的判别法. 

XT 


定理 11.4 设函数/(幻定义在 [ a ， + 00: 
( i ) 若存在 p > l ，B > a , 使得 

1/“)丨々当 


) 并在任意有限区间 [ a ,4] 可积. 



其中 C 是常数，则 p * |/ u )| h 收敛; 

a 

若存在 VL B > a 、 使得 


1/(*) I 多吾， 当 a ; > 丑， 


其中 C >0 是常数，则 J + *|/ U )| d ; r 发散. 


ii ) 若 


lim x p \ f (, x )\ = lim 


1/(01 


则当 o 在 


00， p > l 时 ， f l /( x )| dx 收敛；当0<之彡 + «, p 彡1时 


1/ U)ldx 发散. 


类似于级数的讨论，定理 11.4 表明，要判别积分 J ^ 80 |/ U )| d : t 是否收 


敛，关键是看当 


时，/(%)—0的速度.当它是某个 $( p > l ) 的同阶或 


是比之高阶的无穷小 设时， 则 f |/U)|dx 收敛； 当它是某个士 （ /> 矣 1) 的同 
阶或是比之低阶的无穷小量时，则 f 发散.看 /( x )- OU — + oo > 

的阶，是判断无穷限积分 J "" 8 \ f ( x)\dx 收敛性的最重要的方法. 

例6判断积分 J " 00 的收敛性. 


解 由于 


而彡 OU €[ l,f »〉），根据定理 11.4( 这时 p = M = f ) 知积分发散 
例7判断积分的收敛性，其中 a 彡0瘩 实数. 

J n 


解根据洛必达法则可以证明 


= 0 , 
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根据定理11.4(这时；>=2，/=0)知积分收敛. 

例8讨论积分 f 00 •^的收敛性，其中^是实数. 

x a \n x 

解由于 


lim of 


; a ln 


= lim ^ 


In 


oo p 

0 p 

0 p 


因此，只要 fl > l , 便可选 p = a > l 使上述极限为 0, 故积分收敛.只要 tt < l , 
可取使上述极限为+00,故积分发散.当（》= 1时，积分化为 


r 

Jo x\n x 


=lim In In x \^ = 


故积分发散. 


结论： a > l 时积分 收敛； a 矣 1 时积分发散. 

上述的比较定理，大多用于判断积分的绝对收敛.对非绝对收敛的积分， 
为判别其收敛性，需要更梢细一些的判别法，这同级数的情形是类似的.为了 
得到类似于级数的狄利克宙判别法和阿贝尔判别法，我们需要一个代替级数的 
阿贝尔变换的工具，这就是下面要讲的积分第二中值定理. 

定理 11.5( 积分第二中值定理）设 / U ) 在 6] 上可积，而《（：0在[〜6] 
上单调，则在 [ a , fc ] 存在 I 使得 

f(x)g(x)dx = g(a)| f(x)dx + g(6)| f(x)dx. (1) 

特别地，如果 〆 *) 单调上升且 g ( a )>0, 那么存在使得 

| f(x)g(x)dx = 幺⑴ J/(x)dx. (2) 

如果 gU ) 单调下降且客⑴彡0 ,那么存在使得 

J f(x)g(x)dx = g(a)J f(x)dx. (3) 

在定理证明之前，我们看看定理的一个几何解释.设/(幻=1,这时 （1) 

化为 

J g(x)dx = g(a)(( - a ) + g(b)(b - f ). 

如图 11-2 所示，其含义为当在 [ a ,6] 单 
调上升时，一定存在使 gU ) 下面的曲边梯 
形的面积，等于底为 6- a 髙为 g ( a ) 的矩形面 
积加上底为 6- $高为 g (6) 的矩形面积，或说 
在 U , 6] 中必存在 I 使两块带阴影的图形面 



图 11-2 
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积相等. 

定理 11.5 的证明我们先证明公式 (2). 

现在假设的条件是 / U ) 在 [ a ,6] 可积， gU ) 在 [(1,6] 单调上升， g ( x )^ 
g ( a )^0(\/ xe [ a , b ]). 因此 gU ) 在 [ a ,6] 上可积，从而 /U ) ) 在 U ， 6 ] 
上可积.令 

F ( x ) ^ | f ( t ) dt 9 

则由第七章知， FU ) 是 [ a ,6] 上的连续函数，这时 FU ) 在 [ a ,6] 有最大值和 
最小值.记 

M =max F ( x ) f m =min F ( x ). 

如果 g (6)=0, 则 gU )»0 对任意： r €[ a ,6]. 这时结论显然.因此不妨设 
g ( b )>0. 根据连续函数介值定理，为证明（2)，只需证明 

f ( x ) g ( x)dx ^ M (4) 

便可以了.下面就来估计 

J f ( x ) g ( x ) dx 9 

证明它满足 (4) 式. 我们的方法是把这个积分写成一个和式，然后对这个和式 
用阿贝尔变换. 

给 [ a , fc ] — 个 分法 ： a = x 。 < q < x 2 〈… < % = 6. 记 △«:• = x , - :«卜丨， a >, 
是客 U ) 在的振幅，则 

I f ( x ) g ( x)dx = 2 j ' f ( x ) g ( x)dx 

< • 1 

=S [ ' Ax)dx + 2 [ /(*) [《(*)- ^(^.)] Ax 

-a •¥ p. 

我们来证明，当时， p -^0. 事实上，由于 / U ) 在 [ a ,6] 有 
界： |/(幻|矣乙，知 

\ p \ ^ | 2 j ' /(*) [ g ( x ) - g ( xi )] dx 
^ S [ ' 1/(^) I i g(x) - g( Xi ) \dx 

M 

^ L y^j co^i-^O (A-^0). 


这样就 证明/ 
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•6 

fix ) g ( x)dx = lim a . 

^ a A —0 

要证 (4) 式，化成了要证 

mg ( b )^( j ^ Mg ( b ). 

事实上，注意到 F (：0= HM =0, 有 

a = 2 - F(x,)] 

“I 

=S g{xi)F{xi. x ) - 2 g(xi)F(xi) 

i » 1 j • I 

sgujFU。） + y] gix^Fixi.i ) - 1 

i ， 2 •• • I 

M - I 

= g ( x x ) F ( x 0 ) + 2 [^(^. m ) - ^(^)1^(^). 

j -1 

因为 gUi ) 多《（太 0)=《（ a ) 多0， gU i + 1 ) - g ( x ,) 多0，所以 

羼 _ I 

m{g(x x ) + [名 （文 •“） - g (*,)]} ^ a 

im I 

^ m {r^\) + S [g(xi^x) - 裏 （％•)]}， 

j « I 

即 mg ( b )^ a ^ Mg ( b ) 

对 [ a ,6] 的任意分法皆成立.令 A _0, 得 

g ( b ) I /( x )^“) d : d 

由连续函数的介值定理，知存在？ e [ a ,6], 使 

以？） = YTb ) I 

即 J f ( x ) g ( x)dx = g (6) J f ( x ) dx , 

这就是 (2). ° ' 

现在用 (2) 证明 （ l ). 设 g U ) 单调上升，令 4 U ) = g U )- gU )， 则 0 U ) 
在[^6]单调上升， 0( a )^ O . 对0用公式 (2), 存在使 

{ /(^) [ g ^ x ) - g ( a)]dx = [ g ( b ) - g ( a )] | f ( x ) dx 9 

移项便得 

J f ( x ) g ( x)dx = ^( a ) J f ( x)dx + 6) J f ( x ) dx 9 

这就是 （1). (3) 的证明类似 (2) 的证明，定理 11.5 证完. 

现在我们就可以给出无穷限广义积分收敛的狄利克雷判别法与阿贝尔判别 




法 T . 

定理 11.6( 狄利克雷判别法）若]^/(幻 dx 有界，即存在 Af >0, 使 

| j f(x)dx d \/ A> a 9 

g ( x 〉 单调且当: + cc 时客 U ) 趋向于0,则积分]"°°/(：0^幻心收敛. 

证明用柯西收敛原理与第二积分中值定理证明.事实上，任给6>0, 
存在当*>4时，有 

I g(x) I < €. 

因此当 A f >A 9 时，有 

||:/(:) g U) 叫 =|g(/T)J:/“)d% + g(A ft )^f(x)dx 

I “) d : + H(:) dx I) , 

其中用到了 

11 f(x)dx J = j J f(x)dx - J fix)Ax ( 2 Af 
等等.由柯西收敛原理知 J * 6 / U ) gU ) d : t 收敛. 

定理 11.7( 阿贝尔判别法）若 J "° Vu ) d ： r 收敛，片 U ) 在 U , +00) 单凋有 
界，则 [♦° D /(^ gU)h 收敛. 

a 

证明设 

|g(x)|d V [ a, + oo ). 

已知任给 e >0, 存在/1>0,只要 / T , A n >A, W 

|h./(x)d < * 丨 < e , ||^/(x)dx <€, 

其中 f 在 / T 与 / T 之间. 这样，只要 / T , 有 

^ f{x)g{x)dx = g(A , )^ f(x)Ax + g(A n ) J^/(%)d% d 

由柯西收敛原理知 \ b f(x)g(x)dx 收敛. 

例 9 证明 f +0B 收敛但不是绝对收敛. 

J » x 

证明由于 




单调下降，且 


sin xdx = I 1 - cos i 4 I ^ 2, 

J o 

—+ 因此，用狄利克雷判别法知 I"" 0 

• 1 x 


收敛 • 


注意到 


sin x I 


1 cos 2 x 
2 x 9 


同样应用狄利克雷判别法知 f 00 收敛，但 i 

—dx 发散 . 用比较定理知 P" 8 发散 . 

Jl * Jl * 

这就证明了 p 08 收敛但非绝对收敛 . 

例 10 问 f'in/dx 是否收敛？ 


dx 收敛，但已知 g 发散，因此 


解由狄利克雷判别法易知 


sin x 

IT' 


收敛，故当 


•C 8i “ 2dx = J: 


极限存在，即 J"* S inx 2 dx 收敛，且 


例 10 说明，由 J" 

例 11 证明 J" 06 
证明已知 


J: 8in x2dx = + I: f dx . 


/u)dx 收敛，不能推出 /u)—0( 


xarctan 


d: 收敛 . 


IT 


收敛， 01^311 ： 1 在 [1, + 00) 单调有界，由阿贝尔判别法知 


收敛 . 




无穷限广义积分 


⑼ f x p e~ x dx (p 彡 0); 

(i O; 

(11) l -^dx (n 是正整 数）; 




第十一章广义积分 


(12) 

r 

J 0 X 


(13) 

(* °° cos ax . 

Jo 1 + ，； 


(14) 

厂 [i n (“+)- 

iT^l d * 

(15) 

J ln( cos 士 + sin 


(16) 

rx 1 - 5 ^ 

y ' dx . 


3. 讨论下列无穷积分的收敛性（包括绝对收敛或条件收 敛）： 

⑴「心〜； 
x 

( 2 ) r * 

j i x 

(5) ! n In - s in xdx . 

J 2 In x 

4. i ^ f ( x )^ h ( x )^ g ( x ) 9 a ^ x < + oo , /i ( x ) 在任意有限区间 [ a ,/!] 可 
积，又 J /( x ) cU 和 J g (: t ) d : t 收敛. 求证 / i (; t ) dx 收敛. 

5 . 证明定理 11.2, 并举例说明其逆是不成立的. 

6•若 / U ) 在 [ a , + 00) 上单调下降，且积分收敛， 求证: 
lim xf ( x ) =0. 

囂一 ♦ « 

7. 设 / U ) 在 [0, + oc ) 上一致连续，并且积分 ^ f ( x ) dx 收敛. 证明 

lim /( x )=0. 如果仅仅知道积分收敛，以及 / U ) 在 [ a ， + 00) 连 
续， / U ) 多0,是否仍有 lim f { x ) =0? 

蕙一 ♦ * 

8•设 dx 与 f "/，（*)〜收敛， 求证： 

lim fix ) =0. 

♦ * 

9 . 设 / u ) 单凋下降趋于零，厂 u ) 在 [ o ， + «>) 连续.求 k : 




f t (x)sin 2 xdx 


收敛. 

10. 设 /( O 和 g U ) 是定义在 U ， + «) 上的函数，且在任何有限区间 [ a , 4] 
可积.证明： 若 与 「% 2 U)dx 收敛，则 j +06 [/ U ) + gU ) j 2 dx 与 

f + CD / U ) g(*)dx 也 收敛. 

^ a 

11 •证明： （ 1 ) 设 / U ) 在 [ o ， + 00 ) 连续，且 li 匕 / U ) = fc , 则 

p- f ±a x )^f(bx) ^ = [y (0 ).^] |n A (6> a >0). 

J o x a 

(2) 若上述 条件乂 ^/ U ) = / c 改为存在 U >0), 贝 lj 

r/^±-fL^ dx =/ ⑼二 (6>a>0) . 

J o x a 

§ 2 瑕积分 


1. 瑕积分的概念 

按黎曼积分的定义，在 [ a ，6] 无界的函数其积分是不存在的.因此，对无 
界函数，其积分要用新的方法 定义. 我们在这里并不讨论一般的无界函数的积 
分，而只讨论这样的 情形： 函数只在区间中一点的附近 无界. 我们不妨假设它 
就是区间左端点，这时假设/(幻在 U ,6] 有定义，对任意的7；>0(充分小，使 
a +巧< b ) ， /(:«:)在[«1+7,6]可积，但 / U ) 在 （ a,a + rj ] 无界. 我们把 a 称为 
将要讨论的广义积分的瑕点.由于积分对区间的可加性，我们的讨论显然适用 
于 [ a ,6] 有有限个瑕点的情形. 

例如，考虑积分 

被积函数+在任意是可积的，但它 

V X 

在 (0,7) 无界，因此，0是一个（唯一的—个）瑕点. 

—个很直观且自然的积分定义是把它看成 1^,1] 上 
的积分当0 + 时的 极限： 图 




j ^ = lim j T 

J 0 >Jx 7 - 0 * J 7 VX 
=lim 2 y[~x I 1 = lim ( 2-2 - J ~ ri ) = 2 . 

这个积分值的几何意义显然是下方、 x 轴上方并位于 y 轴与太=1之间 
的开口区域的面积. 

定义 11.2 设函数/(幻在区间 U ，6] 有定义且在任意区间 [ a + 7 ,6]可积 
(其中 7 >0),在 U , a +7 ] 无界，若极限 

lim I * /( x)Ax 
7 - o * J a ^ 7 

存在，则称瑕积分是收敛的，且积分值等于极限值，并用符号 
6 /( x ) dz 表示这个积 分值： 

a 

[ f ( x )6 x = lim [ f ( x ) dx . 

J a 7-0* 

若上述极限不存在，则称瑕积分发散. 

发散的积分虽也用 \ b f ( x ) dx 表示，但它不是一个数值. 

a 

如果/(：0在 U ,6] 有界可积，那么 • 

[ f ( x)dx = lim [ f ( x)dx 

』 a 7 — 0 * ^ a*tj 

永远 成立. 这是因为定积分作为下限的函数是连续的，因此我们的瑕积分定义 
包含了原来的积分定义，是原来定义的推广. 

如果6是瑕点，那么自然定义 

| f ( x)dx = lim I f ( x ) dx . 

如果 c ( a < c < M 是瑕点，若 f / U ) h 和 f / U ) dx 都收敛，那么定义 

| f ( x)dx = | f ( x)dx + | f ( x ) dx . 

这时 J / U ) d * 收敛; 否则 f / U ) d * 发散. 

例1研究积分 f ( x s a ) p 的收敛性. 

解当 p <0 时，°这是正常积分. 




当 /)>0 时是瑕积分， a 是瑕点 . 若 P/1 , 则 


r dx = 1 

（x - a) p 1 - f 

= T- L -[(6-a) 1 ' /， - 7 1 " 

1 -p ’ 


(x - a) 


(6-a ) 1 •'当 1- P >0 , 即 p<l 


当 p = l 时， 


L”^r = ln (6 - a ) - i ” 

故当 P <1 时，积分收敛，时，积分发散 . 


当 1-P<0 , 即 p>l 




同样知，积分 f 当 />< 丨时收敛 , 当 / > 多 1 时发散 . 


例 2 判断积分 f T dx --. 的收敛性 . 

VI - X 2 

解这里有两个瑕点 ; r=-1, 1 .先考虑 

f l_ 7 dx • 1 1 -1； 

/ —■ n = arcsin x | 0 

J ° y t - % 2 


tin (1 - 7j) 


—号 ( 7 —()♦ )• 


这时积分 


f 1 dx 

y/ X 1 


收敛 . 由于被积函数是偶函数，故 




即丨 ； —-- ； 也收敛.于是 积分丨 一 =7 仪诹， nn. 

J.i /ITT 2 J.i /TTT 2 

f l dx _ 

• L / TT 7 2 _ l 

对收敛的瑕积分，一样有线性性质，也可以有换元法与分部积分法 . 

定理 11.8( 柯西收敛原理）设瑕积分 rb f(x)dx 只有唯一的瑕点 a , 则 

a 

f/(x)d ： t 收敛的充分必要条件是任给 €> 0, 存在 7 >0, 当 0<J/, rf<rj 时，有 

| J a + /(*) d * < e . 

有柯西收敛原理后，便知对瑕积分可以引进绝对收敛与条件收敛的概念， 


1*7^ 


收敛，并且 


并推知，绝对收敛的瑕积分必收敛，但反之不然. 


2. 瑕积分的收敛判别法 


瑕积分与无穷限积分之间有着密切的联系.设 j 6 /(： Od ： t 有唯一的瑕点 a . 


作变换 y = 


，就有 


° 口 y 

由此知，瑕积分 6 /(幻 心 收敛，当且仅当等式右边的无穷限积分收敛. 

a 

下面对应于无穷限积分的结果，列出瑕积分的收敛判别法，而不加以证 
明.读者可以利用无穷积分的结果（以及上述两种积分的联系）或方法给出 
证明. 

定理 11.9( 比较判别法〉设瑕积分 \ b f ( x ) dx 只有唯一的瑕点 a . 

( i ) 若存在数8>0,使得 ° 

\ f { x ) | ^ ^(%),当 a < x<a + 5, 

而收敛，则 f |/ U)|dx 收敛. 

若 l/U) !多 9( 戈） >0 ， 当 a<x<a +》， 

而 f 9 U ) d 太发散，则 f |/ U)|dx 发散. 

( ii ) 若 >0且 

史（太） 

则当 0 矣 /<+»时，由收敛，可推出 p|/U)|ci:« 收敛； 当 0 </在 
+ OC 时，发散，可推出 f |/ U )| dx 发散. 

定理 11.10 设瑕积分 p / U ) dx 只有唯一的瑕点 0 . 

J a 

( i ) 若存在 p<l 与5>0,使得 




a + S t 


其中 c 是常数，则 f |/( x )| dx 收敛. 




若存在 /) 多 1 及 5>0， 使得 

1/(%) | ^7" 


，当 a 〈： c<a + 5. 


其中 c 是正常数，则 f |/ U )| dx 发散. 


ii) 若 


lim (x - a) p \f(x) \ = lim 


1/( 川 


- a) p 


则当 0 彡 Z < + oo ， /> < 1 时， J^|/U)|dx 收敛； 当 0< /彡+ oo ， 尸 彡 1 时， 
发散. 

J a 

例3讨论 id 太的收敛性，其中 a 是实数. 

J o 

解由于 limlnx = - oc , 知当时这是瑕积分，瑕点为 x =0. 当(^> 


0时，由于 


lim *°ln x = 0, 


知积分是正常积分. 

当 a < - 1时，取 V 使 a < 〆 < - 1,则 

lim X = lim 太 * 1 • 。 In x = - ® ， 

*-•0* X «—0* 

由发散，知积分太 发散. 

当 - l < a <0 时， 取^使 - l < a w < a , 则 

lim ^ H ™ = lim x° ° In ^ = 0. 

.-0* x 卜， 

由 f / cU 收敛，知 x°\n xdx 当 - l < a 彡 0 时收敛. 

J 0 Jo 

当 a = -1 时， 


I = 2"( ln ^) 2 = -^(ln Tj) 2 -^ - 00 (^ - *-0 + ) 


故积分发散. 


总起来说，积分 /In 当^> -1 时收敛，当 a $- l 时发散. 

J o 

定理 11.11( 狄利克雷判别法）设积分 ^ b f(x)g(x)dx 有唯一的瑕点 a ， 


/(*)dx 是 7 的有界函数，单调且当 a 时趋向于零，那么积分 

』 a + f ] 

6 /U)g(x)dx 收敛. 

a 

定理 11.12( 阿贝尔判别法）设「/(幻“幻心有唯一的瑕点 a, \ b f ( x)dx 

J a J a 

收敛， gU ) 单调有界，则 J /(*) g (*) d * 收敛. 

sin 丄 

例 4 讨论积分以/ • > 0) 的收敛性. 


解当 0< r < l 时， 


三在积分绝对收敛.而 


7 sin 7 d " = 


cos 1 - cos - 彡 2, 


f 1 1 . 1 , f * 2 -r 1 • 1 

—sin — dx = x -jS\n —dx , 

U X X Jo x X 

当 2 -r >0 时， X 2 ” 单调，且:故由狄利克雷判别法知积分收敛. 
当/ -2 时， 

f 1 1 . 1 1 

— ^sin 一 dx = cos 1 - cos 一， 

J 7 * ^ V 

当时，极限不存在，故发散. 

当 r >2 时，积分 f 七“丄 心发散.因为如果不然，设 f+sin 丄 h 收敛 

J 0 x X J 0 x X 

而/ d 在[0，1]单调有界，根据阿贝尔判别法知 

[ x r ~ 2 -^sin 丄 dx = f \sin 丄 dx 
J o x r x J 0 x 2 x 

收敛，这是不可 能的. 故 P 丄 h 发散. 

Jo X X 

总起来说，积分 f ~^sin 丄 dx 当0< r <2时收敛，当 r 彡2时 发散. 

J 0 x x 

其实这个题目还可以通过换元来 研究： 

f 1 . 1 . f + * sin 

—sin —dx = - j - rd %, 

Jo〆 ^ Ji x 2 ~ r 

显然当 2- r >0 即 r <2 时收敛，当 r 多 2 时发散. 


下列积分是否收敛？若收敛求其值. 


1) J^cot xdx ; 

*1 

2) In xdx ; 

3 ) |；^ 
A) \ 0 Jr^~x dxi 

L 讨论下列积分的收 敛性: 
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3. 判别下列积分的敛 散性： 

(1) 厂 ln(l - 'dx; 

(2) 厂 

⑶「 Cretan 

x F 

(5)r 立 . 

⑹厂 A; 

X F + X 9 

⑺「 y —- 心 

J r\ J ^ i \2 / _ n 


x ^ n^x 


dx • 
x p ^ x ^ ； 

dx 

x(x - \ ) 2 (x ~ 2) 


(8) e*ln I % i dx. 

J - 00 

4. 讨论下列积分的收敛性与绝对收 敛性： 

( 1 ) I sin x 2 dx ; 

( 2 ) 1) " lI x qXPdX 9 其中 P > 0 ; 

⑶ J .^.sin x dx ( 彡 0); 

J o 1 + X s 

r ♦- sinl x + — ) 

⑷ L 

5. 计箅下列瑕积分 的值： 

(1) J (In x) n dx; 

(2) I' —£=dx. 

J 0 sj \ _ X 

n 

6. 证明积分 4 = J 2 ln (sin x ) dx 收敛，并求其值 

7. 利用上题结果， 证明： 

(1) fein (sin 0)dd = 二 ^ln2 ; 

J o L 

(2) f T^^de = 2^1n2; 

Jn 1 - COS 6 


AS = 27 rln 2; 




第十二章函数项级数 


本章回到研究级数的主要目的——用级数来表示函数.这样，级数的项都 
是函数 


= U X (x) + U 2 (x) + — + U n (x) + 

对每个固定的这是一个数值级数.如果级数收敛，那就说明这个 X 是在此 
级数所表示的函数（称为和函数）定义域中.因此，第十章关于级数收敛性判别 
的研究，实际上是提供了一套方法，以决定用级数表示的函数的定义域.关于 
数值级数代数运算的研究，当然也适用于函数项级数.本章的主要目的是研究 
用级数表示的函数的分析 性质： 连续性、可微性、可积性以及微商如何计算， 
积分如何计算等.这样做的结果是使微积分的应用扩展到初等函数以外的范 

围.为了研究“和函数”的分析性质，必需引入一种新的收敛概念-致收 

敛.这是本章 M 重要的概念.有了它，就可以得到和函数分析性质的很漂亮的 
结论了.注意到级数的和是用部分和序列的极限来定义的，因此，我们在本章 
§ 1先讲述函数序列的一致收敛性，然后在§2再讲函数级数的一致收敛性与 
一致收敛的判别法，在§3将讲述函数级数的和函数的分析性质. 


§ 1函数序列的一致收敛概念 


按照一定规律依次排列的一串（无穷个）函数 

,1 ( : ) ，,2⑴，…， /•( 戈 ） ，… 

称为一个函数序列，记作1人 U ) l . 这里假定所有的人 U)(n = l ，2, …）都有共 
同的定义域 

当: t 取定 D 中菜个值 M 时，就得到一个数列丨 / n Uo)l. 若数列丨收 
敛，即极限 

\imf n (x 0 ) 

存在（是一个数），则称函数序列 ly ; u ) l 在^收敛，这时称点^为函数序列 
l /„ U ) l 的收 敛点. 若数列; AUJi 发散，即当 n — 00时 au ) 没有极限存在， 
则称函数序列在&发散，这时称点&为函数序列的发散点. 

函数序列1/„“）1的全体收敛点所组成的集合 A ：, 称为 1 AU ) I 的收敛域, 
显然它是 d 的一个子集. 

对于收敛域 A 的每一个值，对应地，函数序列 l /„ U ) l 都有一个极限值， 



函数序列的一致收敛擬念 


因此在 x 上确定了一个函数，称为 i /„ u ) i 的极限函数，记为/(^.于是有 

\\mf n (x) =f(x), x^: X. 

例1设 … 

fn ( x ) = - ~—~2> 行=1，2,…， 

求函数序列的收敛域与极限函数. 

解对任意有 


lim f n ( x ) = lim 


1 = lim 


因此收敛域是全体实数，极限函数为 / u ) = x . 

例 2 设 y ;(^ = x n u = i ， 2 , …），求函数序列 ly ;( x ) l 的收敛域与极限 
函数. 

解由于 

0 当|:丨<1， 

lim x n = 1 当 ； t = 1, 

00 当 UI > 1， 

而当 x = -1 时，/„(-1) = (-1广，当 fi — 00时极限不存在.因此的 
收敛域为 （-1,1], 而极限函数是 


yu) = 


- 1 < X < 1, 


把/在 [0,1] 区间的图形画出来，它是一 
无穷的曲线族.对每个固定的； r Q e (0, 丨），我 
们看到对应的/„(%) = 4,当 n - 00时，其纵 
坐标趋向于/(〜）=0,而在0,丨，恒有/„(0)= 

0, /„⑴ =1. 

例3设 

AU )= rf ^’ 

试在 [0, + 00) 讨论 l / n U ) l 的收敛域与极限 
函数. 

解当 0$ X <1 时， 

I /„ ( * ) I ^ U |”—0 ( n - 

因此 lim/ n ( x ) =0 < 1). 当 l < x < + oo 时， 



图12- 
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\fn(x) | 彡 ■' 彡 ° («，°° )• 

因此极限函数也是 0. 另外人 （ i ) = +. 故在 [0, + OC ) 中 |/„ U )| 的收敛域就是 
[0， + «), 极限函数 

0 0彡 X < + 00 ， x # 1， 

/⑴=1 , 

Y x = I. 

图 12-2 是函数列 1/„ U )| 与极限函数的草图. 



图 12-2 

例2和例3说明，函数列中的每一个函数人 （*> 都是连续的，但极限函数 
却可以不 连续. 为什么呢？原因是我们这里说的函数序列|/„(；01的收敛性是 
逐点考虑的，在不同点函数值构成的数列收敛的快慢不 一致. 在快慢发生急剧 
变化的地方，极限函数可能变成了间断.为说明这一点，需要仔细分析收敛的 
概念. 

设外是1/»“）1收敛域中的一点, BPI / W U 0 ) I 当 / i —* 时收敛到 / U 0 ) •用 
卜 N 的语言可叙 述为： 任给 e > 0 ,存在正整数 / v = / V (€,^ o )， 使得当打> 
/ V ( e , xo ) 时，有 

\fn(x 0 ) _/( 太 0) I < £• 

这里记〜 = 〜(£,々），是特别标明， yv 除依赖于 € 以外，还依赖于％.也 
就是说，当 e 给定后， yv 还可能随 h 在收敛域改变而改变.—般说来，对收 
敛域中的某些点，对应的 w 可能会小些（这时可以视为函数序列 i / nU )! 在这 
些点收敛得快些），而对收敛域中的另外一些点，对应的 yv 可能会大些（这时 
函数序列 l /„ U )| 在这些点收敛得慢 些）. 像例2、例3,大家从图形上可以看 
到，点々离 x = l 愈远， /„(〜） 收敛的速度就 愈快； 点外愈接近： r = 1( 但以 
_1)， l /„ Uo ) 丨收敛的速度就 愈慢. 一般说来，收敛域中的点通常有无穷多 
个，因此，对应的正整数 yv —般说来也有无穷 多个. 那么，是否有—个公共 
的/ V ，适用于收敛区域 x 内所有的点呢？我们引人下面的定义 ■ 

定义 12.1 设函数序列1人（：01中的每个 AU ) 都在 x 上有 定义. 另外有 



函数序列的一致收敛槪念 


/(幻在 x 上有 定义. 若对任给 € >0,存在只依赖于 e 的正整数 w = yvu )， 使 
得当 n >/ V 时，有 

\fn(x) -f(x)\ <6 

对 zex —致地成立，则称函数序列 l / n U ) 丨在 A ：— 致收敛到/( X ). 

显然， 1/„ U ) I 在 A ： —致收敛到/蕴含了 UU ) I 在 X 的每一点收敛 
到 / U ). 

一致收敛也称均匀收敛，它表示函数序列 1/„ U ) I 对 X 上的一切点来说， 
收敛到/(幻的速度是一致的，或者说是均匀的. 

l /„ u ) l 在尤（例如 x = [ a ,6]) —致收敛到 / U ) 的几何解 释是： 在直角坐 
标系中，在；)^/。）。彡 X 彡 6) 的图形的上下方，分别画出 y =/(；0 + e 
* y =/ U )- e 两条曲线.函数序列 1/„ U )| 在 [ a ，6] — 致收敛到 / U ) 是指，存 
在与％无关的 W =/ VU ), 使得所有曲线 

y^Mx), n = N + \、N + 2, … 

的图形在 a ^ x ^ b 都落在 y =/(%)- e 与7=/(戈） + e 之间 • 

一致收敛定义有一个等价的叙述，有时用^ 

起来会简单一些，记 

^= a supi / n (,)- /( oi . 

则 i /„ u ) i 在 u ,6]— 致收敛到 / u ), 当且仅当 私一、 /一 ^ im 
数列 a-ou 一 +«>). 清读者把证明写 出来.| r x " £ 

例4 在矣1考虑例丨的函数序列 


fn ( x ) = 


图 12- 


我们已知 1/„ U )| 在 [0,1] 逐点收敛到 X ,可 

以证明它在 [ CM ] 是一致收敛到 x 的.事实上，任给 e >0, 由于 

nx x + x } \ 2 .、 

t . _ . 2 - % 2 ! 彡 T 


知只要吾 < e , 即取 / V =[+]+ l , 则当 fi >/ V 时，有吾 < e ， 从而有 


n + x 


在[0，1]一致 成立. 这就证明了 |/„ U )| 在[0，1]—致收敛到 x . 
例5证明 


fn ( x ) = 


， n =1，2, 


在 （- 00 , + 00 ) 一致收敛. 

证明容易看出，对任意 b /„ U )—0( rt — «)，故极限函数恒等于0 



由于 


l/n “ ） ~f(x)\ 

只要取古1+1,则当 fl >/ V 时，有 

\fn(x) -f(x) I < € ( - 00 < x < + »). 



图 12-4 解释了这种一致收敛性. 



图 12-4 

例 6 证明 /„U) = V»(n = l,2 , …） 在 |0, 士 1— 致收敛，但在 [0,1) 不一致 
收敛. 

解 显然， /„(*)-•*/ ( 戈 ） =0,当0彡 X <1. 

任给 e >0, 以及外€(0,1),要 

\ fn ( x 0 ) - /( X 0 ) | = *3 < ^ * 

只要 n >^-. 

In x 0 

取(它显然依赖于 e 与〜），只要 n > yv 就有 

l /«(* o ) 一/(*0) I = Xo<e. 


如果 0 矣太彡 f ,则只要取 yv ,= 
就有 



只要 n > yv , (它与太€(0,+)无关）, 


1/“:)-/(:) 丨 = 太 、 (士）< e (0 彡 a : 彡 士). 

这就证明了入 U ) = /在[0,|]—致收敛于 / U ) =0. 

从前面看出，当〜愈接近于1时， W 愈大，且当列无限接 
近于1时，/ V 也无限增大.因此找不到一个公共的适合 （0,1) 中一切 X 的； V . 
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这样看 来 /^ U ) = /在 (0,1) 不一致收敛到/(幻=0可能是正确的.但这不是严 
格的证明，严格的证明要用到一致收敛的否定说法. 

ly ; U ) l 在不一致收敛到 /( x ), 是说存在 £() >0,对任意的正整数 
N ， 存在 n > AT 与％ € U ，6], 使得 

l/ n (0 - /( ) I ^^0* 

现在我们用此说法来证明 / n U ) = /在 [0,1) 不一致收敛到/(幻=0 • 事实 
上，取€。= 士，则对任意的 yv , 取 /i = yv + i , 〜 e [0,1)，则 

\fn(x n ) -/(xj I = = I 多芒 0 ， 

这就证明了人 U ) = /在 [0,1) 不一致收敛到 / U ) =0. 

例7证明 


fn(x) = J + n = 1,2,— 

在 （- 00 ,+ 00 )每一点收敛到/( % ) = 0,但在（- 00 ,+ 00 ) 不一致收敛. 

证明当时， 

i/ n (*)U-^r = ^j-o u 一 》), 

而入(0)=0,这就证明了对任意 X ,有/ 00). 

注意到 l /„ U 〉 l 在％ =丄达到最大值取4 = + ,则对任意/ V ，取 

n L 4 

yv + i , 丄，便有 
n 



故 IAU ) I 在（-«，+ »)不一致收敛到 fix). 


图 12-5 解释了这种 现象. 在、= 

+达到 最大值 + • 当 n 变大时，这个极值点在 
n 2 

向0点靠近，所以对每个固定的 x 0 >0, 只要 n 
充分大， AU 。) 便可任 意小. 但 由于入 (0 = 士， 
故不可能当 ri 充分大，有 ly ; u )-/ u )| <士对 



一切: c — 致成立，因此不可能一致收敛. 


图 12-5 
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下面我们证明，对一致收敛函数序列的极限函数来说，有很好的分析 
性质. 

定理 12.1 若函数序列的每一项入 （*) 在 [ a ,6] 上连续，且 
1/„ U )! 在 [ a ,6] — 致收敛到/(幻，则 / U ) 在 U , 6] 连续. 

证明对任意 々€[ a ,6]， 要证 / U ) 在外连续.任给£>0,由一致收敛 
性知存在 yv , 当 n >； V 时，有 

l / n («) -/ (太 ) I < f 

对 所有: 同时成立.取定 由入 U ) 在 [ a ，6] 连续，知存在占> 
0,只要 [ a ， 6] 且 | % - % I < 5，就有 

_/n“o ) 丨 < y • 

因此，只要 x €[ a ,6] ftU -： r 0 | <«5,就有 

l/U)-/U)l 

= 1/(^) -/.(«) +/»(:) - fn(x 0 ) +/„( 怎 0) -/( 龙 0) I 

( 1/(*〉 - /•(*) I + \f n (x) -f n (x 0 ) I + \f H (x 0 ) -f(x 0 ) I 



这就证明了/(幻在外连续，从而证明了定理 12.1. 

由前面的例2,例3看出，去掉 l /„ U ) l 在 [ a , fc ]— 致收敛的条件，不能保 

证极限函数是连续的. 

定理 12.1 说明，在定理条件成立时，有 

Mmf ( x ) =/( x 0 ) = lim /” （太 0 ), 

*-*o *-• 

即 lim limf n ( x ) = f ( x 0 ) = lim \ imf n ( x ) 9 

■ •■***"**0 

即对 /„ U ) 来说，两个极限 lim 与 lim 是可以交换次序的. 

*-. 0 

定理 12.2 若函数序列 1/„ U )| 的每一项在 [ a ，6] 连续，且 |/„ U ) I 在 
[ a ,6] — 致收敛到 / U ), 则 

J f ( x)dx = lim I f n ( x ) dx . 

证明根据定理 12.1，/ U ) 在 [ a ,6] 连续从而可积，故是一个 

数.已知对任给 e >0, 存在 N ， 当/1>斤时，有 

1/«(:) -/(:) I < €/( 6 - a ) ， a 彡 x 彡 b ， 

从而 f n ( x)dx - J f ( x)dx 
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^ | \f n (x) - f(x) \dx < tlx = 6 , 

这就证明了 lim [ /„ ( x)dx = [ f(x)dx. 
it 一 J a 

定理 12.2 表明，在定理条件成立时，有 


即 


[ f(x)dx = [ \imf n (x)dx = lim \ f n (x)dx , 
lim [ f n (x)dx = [ limf n (x)dx 9 

• J a J a 


即极限可以取到积分号 里面. 故人们称此定理为积分号下取极限的定理，条件 


是函数序列是一致收 敛的. 上述等式也可以解释 为对入 U ) 取积分和取极限两 
种运算可以交换次序. 

其实，定理证明中，如果取定: t €[ a ,6] 代替积分的上限6,几乎一字不 


改便可证明 


= \ X f(t)dt. 

a J a 

也就是说函数序列在 [ fl ,6] 每一点; r 都收敛到 f /(0 心，并且收敛 
还是一 致的. 因为按定理 12.2 的证明，只要 n >/ V , 有 

| a /»( Odt - ^f(t)dt j ^ J \f n (t) - f(t) \ dt < q | dt < e 


对 a 矣 x 矣 b —致 成立. 

下面的例子表明，定理 12.2 中 |/ n U )| 在 [ a ,6] — 致收敛到 /( 幻的条件, 
不能减弱为 ly ; u ) l 在[«,6]逐点收敛到/(；0. 


例8设（见图 12-6) 

n 2 x 当0矣;《矣丄， 

n 


f n (x) = \ 

\ n / n n 


1 。 当 

则 AU ) 在[0，1]连续 U = 1，2, …），并且对每个 Z 
€[0,1], 有入 U ) 一 0 U - OO ). 事实上，若0<又 



彡1，则存在 yv ， 当 n > yv 时， ^< x 9 从而 AU ) 图 12-6 

= 0 U = /V + 1，/V + 2 ，".）， 故 /”（％) 一 OU，oo 〉• 而当：=0时，入（0) = 0，更 
有 y ;( o )— o . 这就是说/一 /( Z ) = 0 ( 当 n — 00 ) 对 x €[ o ， i ] 逐点 成立. 
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显然，并不在[0，1]一致收敛到 /( x )=0. 事实上，取 = ^ ■，则 
对任意 yv ， 取 n = yv + i , x n = — € [ 0 , 1 ] ,便有 

n 

\fn(x n ) -f(x n ) I = fl^€ 0 . 

而 [ f n (x)dx = —• n = 1, 

J o z n 

[ f(x)dx =0, 

Jo 

即 lim f f n (x)dx ^ [ f(x)dx. 

•—♦•Jo J o 

定理 12.3 若函数序列 IAU ) I 在 u ,6] 逐点收敛到 / u ), 而每 一项入 （ X ) 
在 U ,6] 都有连续的微 商 /^ U )， 且在 U ，6]— 致收敛到 exU ), 则 / U ) 
在有微商，且 

/’（*) = (j(x). 

在证明定理之前，先解释一下定理的含义.定理的结 论说： 

/’（*) = ( Ijm •/ ^*))' = (7(*) = lim //(*)， 

就是说，对入心）来说，取算与取极限运算 " sili 交换次序，即 

( (*”’ = ⑴. 

定理 12.3 的证明根理12.2, 任意 x €[ a ,6], 有 

lim| f , n (t)dt = J a(t)dt. 

用牛顿-莱布尼茨公式，得到 

入’⑴心 = 把 [/*(■*) _/”( a )] =/“) - /( a )， 

即 /( x ) - /( a ) = | a(t)dt , \/x^[a 9 b]. 

取微商，便得 ° 

/’“） = a(x). 

定理 12.3 证完. 

定理 12.1 到定理 12.3 表明，运用一致收敛的概念，在相应条件下，可以 
得到函数序列 l / n U ) l 的极限函数的连续性结论，可以求极限函数的积分与微 
商 等等. 下面我们将把这些讨论移植到函数 级数. 在这样做以前，先讨论函数 
项级数的一致收敛性及其判别法. 

习 题 

1. 讨论下列函数序列在所示区域的一致收 敛性： 
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⑴ fn (^) X 、 S ， 

(2) / n ( x )= sin -, 

n 

i) (-/,/), ii) 


太€ ( - ® ， + ® ); 


e (- 


(3) f n ( x )^ 

(4) / n ( x ) = 


(0,1)； 


i) x^[a , + oo ), a > 0, ii) x€(0 


fn ( x ) ^ Y 77? 


i) [ a , + oo ) , a > 0, ii) (0 


町⑴ = rrf ^ 

⑺仏 )=士 

i) x ^： [0,6], 6 < 1, 

(8) f n (x)^x n -x 2 \ 


E [0，1]; 


ii) [0,l] 
*6 [0, l ]; 


iii) [ a , + w ) , a > 


(9) f n ( x )^ x n - x ^\ * e [ o , i ]； 

(10) /“ddlnl, x€(0,l); 

n n 

( 11 ) f n (x) = ~ln(l + e-~), *€(-*, + »); 

(12) / l (*)= e- ( *-" )， t 

i ) *€[■“/]， ii ) *6 ( - » f + oo ). 

2. 设 AU ) U :1,2, …)在 u ,6] 上有界,并且 1/„ U )1 在 u ， fc ] 上一致收 
敛，求证： /„(*〉在 u , fc ] 上一致有界 • 

3. 设 / U ) 定义于 u ,6〉， 令 

,,、 [ WU )] ,…、 

人（幻=- (n = 1,2,…） • 

n 

求证： uu ) l 在 U ， M — 致收敛到 / U ). 

4. 设/( X )在 （ a , M 内有连续的导数尸 U ), 且 

fn ( x ) = n [/“ + 士)-,“)]， 

求证： 在闭区间 U ， 卢] U < 0 < P < M 上， IAU ) I —致收敛到厂 （*)• 

5. 设 6] 上黎曼可积，定义函数序列 


/"♦i(:)= J f n (t)dt (n = l ， 2, …). 
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求证： 1/„ U )1 在 [a ,&] —致收敛到零 - 

6. 问参数 a 取什么值时， 

f n (x) = n a xe~ 1X31 , n = 1,2,3, ••• 

在闭区间[0，1]收敛？在闭区间[0，丨]—致收敛？使可在积分号 

"--Jo 

下取极限？ 

7. 证明序列 /„ U ) = rue-^(n = l ,2,…）在闭区间[0,丨]上收敛，但 

[ \imf n ( x)Ax ^ lim [ f n (x) dx . 

J 0 m 0 

8. 设/ n U)U = 1，2，"0在（ - 00 , + 00 ) — 致连续，且 1/„ U )| 在 （- 00, 
+ «0 — 致收敛到 / U ). 求证： / U ) 在 （- 0C，+ 00) 上一致连续 • 

9. 设 l / n U )| 是 u ,6] 上的连续函数列，且 l / n U ) l 在 U ,6] — 致收敛到 
f( x); 又 [ a ，6]( n = 1,2,…），满足 limx n = x 。， 求证 lim/J x n ) =/( * 0 ) • 

10 . 设 i / l u ) i 在 u ,6) 内一致收敛到 V ( x ), xoeuj ) 且 

\imf n (x) = a n (n = 1，2, …）. 

证明： lim 〜 和 lim /( x ) 存在且相等，即 

lim lim f n {x) = lim lim f n (x) . 

11 . 设 y ; u)u = i ,2, …）在 u ，6] 黎曼可积，且1/„(：01在[ 0 ,6]—致收敛 
到 / U ), 证明： / G ) 在[«乃]黎曼可积. 

§2函数项级数的一致收敛性及其判别法 

从现在开始我们研究函数项级数.就像研究数项级数要借助数列极限理论 
—样，我们研究函数项级数也要借助 § 1所讲的函数序列的 理论. 

设函数序列 UJdl 的公共定义域为 /). 称 

蔔 

2 u n(x) = u^x) + a 2 (x) + …+ u„(x) + … D) 

为函数项级 其中、 u ) 称为级数的项， 

A 

s „(*) =2 a *( % ) =…（：）+ U 2 ( x ) + …+ u n (x) 

称为级数的前项部 分和. 这样 ls „( x ) l 是一个函数 序列. 

若对于点数项级数 ^ u „ U G ) 收敛（或发散），则称函数项级数 

麟 9 | 

在点〜处收敛（或发散），点 々称 为级数 tu n (：0 的收敛点（或发散 
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点）.全体收敛点组成的集合称为级数的收敛域.对于收敛域中每一个点 

X 

〜都有收敛数项级数的和 SU ) 与之对应，这样，函数项级数在其 

收敛域便定义了一个和函数 SU ), 或者说，这个函数项级数就表示了函数 
S ( x ), X 便是 SU ) 的定义域. 

数项级数的和是由其部分和序列的极限来定义的，因此函数项级数的和函 
数 SU ) 也就是其部分和序列（函数序列的逐点 极限： 

hrnl 

5( *) = lim S H ( x ) = lim x ) 

… … k “ 

鑛 

所以对函数项级数来说，第一件 事便是 要求出它的收敛域，而这只要运用第十 
章学过的数项级数的知识便 PT 以了. 

例1求等比级数 


艺 ， -、l + x + x 2 


的收敛域与和函数. 

解级数的前 n 项部分和为 
S n (x) = {■¥ X A 


(7!—® ) ，当 I * 丨 < 1. 


而当 U 1 多1时级数发散，故级数的收敛域为 （_ 1,1), 和函数为 


值得指出的是，函数一的定义域是我们并没有把整个函数用级 

I — % 

数表示出来，而只是在区间 （-1,1) 把它表示成了一个级数 
例2求函数项级数 

kml 

=1 + ( a ： - 1 ) + (- x) + ( % 3 - -x 2 ) + …+ (x n - y 1 ) + … 

的收敛域与和函数. 

解级数的部分和为 

s „ U ) = i + U - i ) + … + U n -% n _ l ) 




第十二章函数项级数 


在其他点 s „ U ) 没有极限存在，故级数的收敛域为 （-1,1], 其和函数 


0 

1 


这个函数不是初等函数（为什么，请读者回答）.但我们给出了它的一个分 
析表达式 

•D 

从这两个例子，读者不要误会，以为所有函数项级数的和函数都可以用初 
等函数或分段初等函数写出来. 

例3求函数项级数 

y= S^(2) 2t = 1 -(f) 2+ (^(f) 4 


的收敛域. 

解用达朗贝尔判别法 

1 U n,l(x)\ 1 I U| \ 2U *°( n !) 2 / 2 \ 2 " 

I U n (x) I " [( n + 1)!] 2 \ 2 / 1 v T* I / 

= u7Ty(i) 2 ^ 0 (… )， 

知级数收敛区域为 （- 00 , + 00 ). 

这个级数的和函数不是初等 函数. 我们说过，它是0阶的贝塞尔函数，是 
微分方程 

xy^ + y r + xy = 0 

的一个解.到现在为止，我们不知道它的别的表达式，它的表达式只有 


2 Y ^( f ) 2 *. 也就是说，级数本身就是这个函数的定义.前面只是通过 

形式运算证明了它满足上述微分方程，但这种形式运算的合理性我们至此尚未 
解释清楚，但很快我们便会解释清楚的. 

有了函数序列一致收敛的槪念，便自然可以给出函数项级数一致收敛的定 
义了. 

鷂 

定义 12.2 设给定函数项级数如果它的部分和序列 


=在 A ：— 致收敛到函数 SU ), 那么称级数;在 A ：— 致收敛 




到和函数 s ( x ). 
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用 e - yv 语言来叙述，函数项级数在 I — 致收敛到 su )， 是指 
对任给的 e >0, 存在与 x 无关的 yV =7 V ( e ), 只要 n >7 V , 就有 

I S n (x) - S(x) | = | y^Uk(x) - S(*) I < e 
对一切 x 乏 X —致成 JL. 

显然，函数项级数在 X — 致收敛到 S ( z ), 其前提必有 
在 X 逐点收敛到 SU ). " 


例4证明函数项级数 gx 4 — 1 在 ] —致收敛. 
证明已知^>-丨=|4^，当-士矣 M 士，这时 


因此 


S n (x) = ^x k ~ 


- x 


I S n (x) - S(x)\ = 


X 




&( i )" 



1,则只要 n> N， 就有 

S n (x) - Six) I ^( y ) < e , 当 | x |$ 士. 

这就证明了 i ]，- 1 在 [ 致收敛. 

下面是函数项级数一致收敛的柯西原理. 

钃 

定理 12.4( 柯西原理）函数项级数在 I 一 致收敛的充分必要条 

M* 1 

件是，对任给的€>0,存在与: r 无关的 yv , 只要对任意正整数 p 及任 
意 x 6 X ，都有 

I ^ | = \ U n ^(x) ■¥ U n ^ 2 (x) -¥••• + U n ^ p (x) \ <6. 

4= n+1 

证明必 要性. 已知在 A ：— 致收敛到 s ( d . 因此，对任给的 

“I 

€>0,存在与 X 无关的/ V ，只要 n >/ Y ， 就有 


取 yv = 


In £ 


2 
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I S n ( x ) - S ( %) I < " I "* x €： X . 

因此，只要 n >/ V , 对任意正整数 P , 有 

| 2 Uk(x) I = I U n + I (x) + — + U n ^ p (x) I 

* ■ l 

=I S n + P ( x ) - S n ( x ) I = \ S n ^ p ( x ) - S ( x ) + S ( x ) - S n ( x )\ 

^ \ S n ^ p ( x ) - Six ) \ + I S (*) - S m ( x ) I < Y + y = €. 

这就是必要性所要证明的. 

充 分性. 根据条件，对任意固定的是数项级数，它满足数项 

“1 

级数的柯西原理的条件，因此收敛.这就证明了函数项级数(幻在 A ： 逐 

km} 

点收敛.记其和函数为 SU ). 根据条件知，对 f > o , 存在 yv , 只要 n > yv , 
对任意正整数 p , 均有 

丨 - s n ( x ) I < y 

对一切 成立. 在上式中，对任意:令/ >-00 取极限，便知只要 n > 
/ V ，有 

I S ( x ) - S „( x ) I ^~ < € 

对一切 成立. 这就证明了函数项级数在 A ：— 致收敛.定理 

kml 

12.4 证完. 

在定理 12.4 的必要性证明中，取；> =1，便得 t ； u 4 (：0 在 尤一致 收敛的 

kml 

必要条件是对给定的 e > 0 , 存在与 X 无关的 yv , 只要 „>以， 有 

I “…（：）I < €， Xy 

也就是说， lu „ U ) l 在 X — 致收敛到 0. 

定理 12.5 函数项级数在 A ： —致收敛的必要条件是一般项构成的函数序 
列1、“）|在 A ： —致收敛于 0. 

例 S 证明函数项级数在 （-1,1) 不一致收敛. 

n* 1 

解在§1的例6中，证 明过〜 （ x ) = ?-】 在 [0,1) 不一致收敛，自然 
〜 （0 = ，_ 1 在（ -1,1) 不一致收敛到0,故由定理 12.5 可知乏在 （ -1，1) 
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不一致收敛. 

用定理 12.4 很容易得到下面的函数项级数一致收敛的判别法.这判别法 
很简单，但却很有用. 

定理 12.6 (魏尔斯特拉斯判别法，或称 Af 判别法，或称控制收敛判别法） 

若对函数项级数 tujx ), 存在沁 U = l ,2, …），使得 

“I 

I u k (x) \ ^M kt X ， 

OD «D 

而正项数值级数收敛，则在 A ：— 致收敛. 

I 1 st 

鶬 

证明由 ^M k 收敛，知对任给的£ >0,存在/ V ,当 n > / V ,对任意正 
整数 P , 有 " 

+从"令2 +…+ 

从而只要^>々，对任意正整数 P ，有 

I A + + …+I 

矣丨丨+卜„今2“）丨 +… .I U n ^ p ( x ) | 

彡 Af„ ♦ i + Af n + 2 + …+ A/ …< e ， V* € AT • 

由定理 12.4 知级数 tu 4 (：0 在 A ： —致收敛. 

km I 

通常，称不等式|“*(：0|：^你*(戈€尤）为用从 4 控制*^(：0.这就是控制收 
敛判别法名称的由来.其中 Af 是英语“控制”这个词 majorant 的头一个字母， 
故这个判别法也称为 Af 判别法. 

例6证明 — 在]—致收敛. 

证明因为 

丨*“”矣 (I) ， v * e [ -+， 士 1 ， 

而 2(*)* 1 收敛，由対判别法知交 y -1 在 [ -如 + i — 致 收敛. 

同样的方法可以证明，对任意 0< r < l , 在 — 致 收敛. 

“1 

总结前面的讨论知级数在 [- r , r ] — 致收敛，其中 0<r<1 ， 但在 
(-1,1) 不一致收敛. 

例7证明 t 在区间 （- »，+ «)— 致 收敛. 

«: 1 n 




证明由于 


第十: 
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sin nx 1 

——彡1, - ® < ^ < + 00 , 
n n 

而文^收敛，由 Af 判别法知交;在 （- 00 , + 00 ) — 致收敛. 

»»1 n --1 n 

0 D 

例8证明级数 D 了^在 （- oo ， + 00) 内一致收敛. 

7 TT ^ ^ 

证明根据 a 2 + 6 2 >2 M |6|，知 

x 1 2 \x\n 2 1 、，广 , 、 

zr~i ^― •— ~(- », + «>), 

x +n 2fi2 2n2 

而 t A 收敛，由对判别法知 t 在 （-°°， + °°)— 致收敛 • 

_»l 2^2 »•' * + 71 

A / 判别法简单有用，但它只能判别绝对且一致收敛的级数，因此不够精 
细. 为了判断包括条件收敛级数在内的函数项级数的一致收敛性， 裔要 稍为精 
细一些的判别法，下面我们把判断数项级数收敛的狄利克雷判别法与阿贝尔判 
别法移椬到函数项级数的一致收敛性上来. 

定义 12.3 称函数序列 |/„ U ) I 在—致有界，如果存在数 M >0, 使得 

对一切 AT 和 n = 1,2,…同时成立. 

定理 12.7 (狄利克雷判别法）设函数项级数的部分和序列 

IV ■ I 
H 

在 x 上一致有界，对每个固定的％€尤，数列 u „( x ) l 是单调的，且 

km\ 

当 n —* 时函数序列 U „ U )| 在 A ： —致趋向于0,则函数项级数在 
X —致收敛. 

证明用类似于数项级数狄利克雷判别法证明的方法，只是在适当的地方 
要加上“一致”的 定语. 事实上，已知 

n 

|2 厶 “*)| 矣 M AT，n = 1,2 ,…， 

km 1 

则 丨艺 6 k (%) 丨 =： | ^ b k ( x ) - ^ b k ( x ) I 

k n m*l k * I k ■ I 

^ |2 6 *(*)|+ 丨彡 2 似， 

“1 “I 

V 戈 6 X ， n，p = 1 ， 2，.“. 
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而由 u „(：01 在 A ： —致收敛于0,知对任给 e >0, 存在与 X 无关的只要 n 
> N ，有 

I a n ( x ) | < e V *€ X. 

因此，只要 ； i >/ V ， 对任意正整数 P , 用阿贝尔引理，有 

| ^ a k (x)b k (x) | 彡 2Af( I a„♦ 1 (*) I + 2 | a n + p (a:) | ) 

ks a + 1 

< 6Afe ， \Jx 6 X. 

由一致收敛的柯西原理（定理 12.4), 知级数 t ； a | I U )<> n ( x ) 在 A ： —致收敛. 

mm I 

例 9 证明级数 t (-lrqf 在 [0,1]— 致 收敛. 

”1 n 

证明取 6„ U ) = (-1)" , a n ( x ) = -, 则显然 

n 

= |E(-1)*- I |^2 (\/n) 9 

“贏 kml 

对每个关于 n 单调下降，且 
n 

0 , v*e[o,i]. 

n n 

因此 U n (： OI 在 [0,1] —致趋向于 o . 根据狄利克雷判别法知 t 在 

[0,1] — 致收敛. 

例10证明级数在 [< S ,27 T -<5] — 致收敛，其中5是小于 7 T 的任 

"I n 

意正数： 0 < 5 < 7T. 

证明取〜“）=丄，它显然单调下降趋向于 0( 从而在 [ L 27 T -5] — 致趋 

n 

向于 0). 取6„(幻=‘似，则当％ e [5,27 T - d ] 时，根据第十章§4例4中的 
公式，有 


| ^^sin kx ^ 


_1_ 

• x 

sin ^ 


，/ 1 = 1 ,2，.“. 


n 

也就是说，序列{^>^1紜}在[5,2:^-5] — 致有界.根据狄利克雷判别法， 


知2 


在 U ,2 ir - S ] —致收敛. 


定理 12.8( 阿贝尔判别法）设函数项级数在 X —致收敛，函数序 
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列 u „ u ) i 在 a —致有界，且对每个是单调数列，则级数 Ha „ u )6„ u ) 

fix 1 

在 A ： —致收敛. 

证明由条件知存在 M >0, 使得 

|a„ ( 太 ）1 彡 M ， X， n = 1 ,2,--. 

由柯西原理知，对任给€>0,存在 TV , 当 n > N ， 对任意正整数/>,有 

| ^ b k (x) | < e, 'ixex. 

因此，对任意对任意正整数；>,用阿贝尔引理，有 

| ^ a k (x)b k (x) | < e( | a n ^,(x) | +2| a n ^ p (x) \ ) 

* * »♦ 1 

<3A/e, \/xeX, 

再由柯西原理知在 A ：— 致收敛. 

Ha I 

例 11 已知数项级数收敛，证明 ^ a n x n 在 [0,1] —致收敛. 

As I mm I 

证明已知收敛，而对任意 x €[0， l ], /对 n 单调下降，且一致 

H • I 

有界. 

I x" | ^ 1, [0,1] , n = 1,2, ••- . 

由阿贝尔判别法知在 [0,1] —致收敛. 

!»• I 

习 题 

1. 求出下列函数项级数的收敛区域（绝对的和条件 的）： 

⑴亭占； 

(2) 2^ r (2 rri )"- - 

2. 按定义讨论下列函数项级数的一致收 敛性： 

鴒 

⑴2 (!-«)«"* %€ [0,1]; 
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( 2 ) 2 


- 1 ) 


e (- 00, 


… 5 (\ + x 2 r ，一 、 ，- 

3. 讨论下列函数项级数的一致收敛性 


sin nx 


(3) 2 


(8) 2 xe[0A ]； 


( 10 ) 


( 11 ) 
4 •讨 



e (- 


€(- 




e [ o , 


e (-2, 


n 2 

y/~n\ 


^ ( - 00 . 


).I * I ^2 


6 [0, + * )； 




-GO ， + 00 ); 


2 "7* I * I ^ r > I; 


ln(l 


^ [ a » 


论下列函数项级数的一致收 敛性： 


2 sin ^ sin nx 
nmi V n ^ x 


⑷？黑， < (一， 



(5) 22" sinrf -, x €( 0 9 

• I ^ x 
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(8) 2 xe [- i ， ij . 

n m I 

5. 证明级数^关于太在（- oc ， + 00)上为一致收敛，但 

”1 n ^ x 

对任何*并非绝对 收敛； 而级数 (1 ^ 2 ), 虽在(- 00 , + 00 ) 上绝对收 
敛，但并不一致收敛. "" 

6. 设每一项％(X)都是 U,M 上的单调函数，如果 Yj < Pn ( x ) 在 U,fc] 的 
端点为绝对收敛，那么这级数在 [a，6] 上一致收敛. "* 

7•若；§>„(文）的一般项 U,U)| 在 c„(x)， xGX . 并且 在 A： 上 

n ■ I n ■ 1 

—致收敛，证明(幻在 X上也一致收敛且绝对收敛. 

n. I 

§3和函数的分析性质 

本节要把§ 1中讨论的极限函数的分析性质移植过来，研究函数项级数和 
函数的分析性质. 

定理 12.9( 和函数的连续性）若、（*)(打=丨，2 ，…） 在[«彳]连续，函数 

•• 

项级数在 u,6] —致收敛到 SU ), 则和函数 SU) 在 u,fc] 连续. 

!«• I 

餺 

证明根据在 U,6] — 致收敛到 SU) 的定义，部分和 S„u) 

H m I 

=在[(1,6]—致收敛到5(幻.而 S„U )= i； wU ) 是 u*U) 的有限 

和，因此是在 [a,6] 连 续的. 由定理 12.1 知 S(x) 在 [^6] 连续 • 

§1的讨论说明，为保证和函数 S(:t) 的连续性，函数项级数一致收敛的条 
件是不能少的 • 当然，一般说来它也不是必要的，但在一定的条件下却是必 
要的. 

定理 12.10( 迪尼 Dini ) 若在闭区间 [ a，6] 上， u„(x) 彡0 U = 1,2,…）且 
在连续，函数项级数在 U，6] 逐点收敛到 SU)， S ( x ) 在 




U ,6] 连续，则级数在 [ a ,6]— 致 收敛. 

A « 1 

证明由于 u „ U ) 多0,知级数 t ；、 U ) 的部分和序列 S „ u )= f]u k (x) 

是单调上 升的： ' " 

S m (x)^S n ^i(x) 9 V:e[a ， 6]，n = l ， 2, …. 

现在要证 |S „ U ) I 在 [ a ,6] —致收敛到 SU ). 用反证法.如果不然，设 
在 U,6] 不一致收敛到 S ( x ), 则存在 e () >0, 使对任意存在 n > N 与; c n € 
[ a , 6]，使得 

I S n (x n ) - S ( 太 ”） | 多 e 0 . 

取 /V = l , 则存在 npl ，[ a , 6] ,使 I 、（〜〉 -Sb,) j 多 e 。； 取 iV=n |， 
则存在 n 2 > n l9 x 2 €[a ， 6], 使 I S 〜（ x 2 ) - S( x 2 ) 丨 彡 e 0 ; 取 /V=n 2 ， 则存在 
^3>n 2 , x 3 e [ a 9 b ] 9 使|5„> 3 )-^(怎 3 )丨彡6。.如此继续下去，便得正整数 
子列 n t < n 2 < — <n k < …和数列 **€ [ a f 6]( A: = 1 ,2, —) . 使得 

I (*4) - 5 () | = S(x 4 ) - S n ^(x k )^e 0 

即 S ( x k )^ S n ^( x k ) + £ 0 . 

由波尔察诺-魏尔斯特拉斯定理，知 Ull 有子数列收敛到为使符 
号简单起见，不妨设 U 4 | 本身收致到々，即以一〜 6U,fc ]. 注意对任意 m , 
只 要〜多 m ，有 

S(x k )^S nk (x k ) + e 0 ^S m (x k ) + e 0 . 

上式只要 A 充分大，使 n 4 >m 便 成立. 令 A"- + oo 取极限，由5(；0与九（；0连 
续，便得 

S ( 龙 0 ) 多 S m (x 0 ) + £ 0 , 

即 I s(x 0 ) - S m (x 0 ) I = S(x 0 ) - S m (x 0 )^e 09 

这与 SUo ) 矛盾. 因此 IS^^I 在 [a,fc] —致收敛到 S (*), 定理 12.10 

证完. 

定理 12.11( 逐项积分）若 u„U)U = l,2, …）在 U,fc] 连续，函数项级数 

to 

^、（*)在[(1,6]—致收敛到5(：0,则 

nm 1 



证明对 S„U) = 用定理 12.2, 有 

4=1 

J S{x)dx = limj S n (x)dx = limj ^ u k (x)dx 
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= lim 

由 S ( o 在 [ a ，6] 连续，因而可积，故左边是一 个数. 这说明级数 
⑴ 〜收敛 ，且 

J S(x)dx = yiJ u n ^x)Ax. 

定理 12.11 证完. 

_ 

把 S“）= 代进上式，得 

n rn I 

f 厶 - 磐 广 6 

S U n (a:)dx =y] u n (x)dx. 

J ° «•! --1 

这表明，在一致收敛的前提下，和的积分等于积分的和，即使这个和是无穷项 
的和也是成 立的. 过去我们在引进定积分槪念时，对有限和证明过这个结果， 
现在我们证明了，对无穷和也是成立的，但要求级数一致 收敛. 本章§1的例 
8表明，一致收敛的条件是不能少的. 

定理 12.12 (逐项求导）若 ' U)U = 1,2,…）在 [ fl , 6] 有连续的微商 

• • 

< (W, D 〜 U) 在[0,6]逐点收敛到5(幻， ^ u ：( x ) 在 [a ,6] — 致收敛到 

( j ( x ) 9 则 S(x) 在 [ fl ，6] 可导，且 " 

5'(x) = a(x). 

这是定理 12.3 的直接 推论. 在这里我们把证明省略了，请读者把它写 
出来. 

把 SU )， 用级数表示，得 

(S w„(x)) # =2 U f m (x). 

故定理 12.12 的含 义是： 和士导数等于导和，即使这个和是无穷项的和也 
是成立的，但前提是逐项求导以后的级数在 [ a,6] — 致收敛. 

« ■ I 

傷 

事实上，在[^,6]—致收敛的条件是不能 少的. 我们举—个序 

列的例子说明点. 

例1 /；(%)=丄0^肪 x" •由于 
n 

1/«(太) I 矣去.号―0， 

n 2 

知 /nU)—/U)=0 在 0彡1 彡2成立•但 


2 [ U k (x)dx. 

k = i Ja 



/:(«) = 


a{x )= 


显然 厂 （ x )# a ( x )， 

这是由于在[0,2]不一致收敛的缘故. 

例2证明黎曼？函数 

• « ! 71 

在（1, + «>) 连续且任意次可导. 

证明 （1) 首先，？（幻在（1, + 00) 有定义，这是因为对任意:《>1,级数 

S 七 收敛. 

nm\ n 

(2) 我们无法证明级数在（〖，■♦■ 00) — 致收敛（亊实上，它在（1， + 00) 

1 n 

是不一致收敛的，请读者尝试证明这一点），但却可以证明（（：0在（1，+ 00) 连 
续.事实上对任意外 00), 取8 = 有5>1.这时级数 i ； ■^收 


敛.由于 




根据你判别法知+在 + °°) 一致收敛.因而和函数？ U ) 在 [5, + 00) 


连续. 特别地？（幻在 M 连续（因为5<巧 
f (*) 在(1，+ ») 连续. 


• 由 X Q > 1的任意性，知 


1 + :0 


(3) 对任意同 （2) — 样，取 S = 这时逐项微商后的级数是 


2 ( 其中每项^连续•由于 

| In n I < In n 


而 t ^ 收敛，根据 Af 判别法知¥在[5, + 00) — 致收敛，由定理 

»»■ 1 n ■ ■ 1 汀 

12.12 知 CU ) 可导，且 

( ： ) = S < + * . 


特别地，上式在以>(5 成立: 




?，“ o )= 

n.I 打 0 

由 X Q >1 的任意性，就证明了 

?’(*)= S ^ ， 1 < X < + ® • 

N> 1 

同理可证 c ( x ) 任意次 可导. 

习 题 



4. 证明^ «^~在(0, + 00) 内连续，无穷次可导，且可逐项求导. 

n ■ I 

90 

5. 设 S u n (*) 在 ( a ， b ) 内 — 致收敛， u m ( x)(n = 1，2,…）在 [ a ， fc] 上连续, 

m m 1 

求证： 






(1) E u „ U ) 在 [ fl ,6] 上一致 收敛； 

K * I 

(2) SU ): i ； u „ U ) 在 U ,6] 上 连续. 

n « I 

6. 设级数 2 a n 收敛，证明 

«■ 雇 

lim 2 = 2 a « • 

*-• 0 * 1 n 1 

7. 证明 

- - - - - - 2 = 1 + 2 2 r"cos nx 

1 - 2rcos x + r « m , 

当 M < i 时成立，从而证明 

[ ~~~ — - jd*=2jr ( I r | < 1). 

J -k 1 - 2rcos x •¥ r 

8. 用有限覆盖定理证明迪尼定理. 

9•设 U n | 是 （0,1) 内的一个数列，即0<〜<1,且 々 — 试讨论 

函数 

在 (0,1) 中的连续性. 




第十三章幂级数 


前面讲述的-般的无穷级数理论，具体应用到表示函数，有两类特殊的级 
数是十分重要的.其中的一类是本章将要研究的幂级数.它是多项式的推广， 
是“无穷次”的多项式.它的收敛区域很 特别： 总是以某点为中心的一个区间 
(开、闭或半开闭），而且在区域的内部，和函数是无穷次可微的.这是要求读 
者特别注意的.本章还将给出初等函数的幂级数展开，一方面是为了试着用级 
数这一工具研究初等函数本身，另一方面即使是研究非初等函数也要依靠对初 
等函数更深人的了解. 


§1幂级数的收敛半径与收敛区域 


每一项都是常数乘以非负整次幂函数按升幂加起来的级数 

a n (t - t 0 ) n 

A »0 

= a 0 + a,(t - t 0 ) + a 2 (t - t 0 ) 2 + •- + a n (t - t 0 ) n + …， 
称为幂级数，其中常数^ ( n =0, 1,2,…）称为幂级数的系数. 作变世 平移: t = 
t - t 0 , 便得到 

耱 

yi a n x n = a 0 + a x x + a 2 x 2 + ••- + a n x n + •••• 

把后者研究淸楚+，前者也就很容易搞淸楚.因此，下面主要讨论形如后者的 
幂级数. 

幂级数形式十分简单，每一项都是整次幂函数乘以常数.但需指出的是， 
它是严格按升幂排序的，像 



等都是幂级数，虽然像其中的第二个，其奇次幂项都不出现，但我们可以认为 
它们的系数 a 24 + 1 =0 .像 


1 + 

就不是幂级数，虽然它的部分和是^项式，它本身也可以说是“无穷次”的多 



§1 幂级数的收敛半径与收敛区域 


项式，但它不是按升幂的次序排列的. 

一个幂级数完全由系数构成的数列 U „ l 决定.不同，对应的幂级数 
也不同. 

对幂级数来说，本节关心的问题是，幂级数在什么地方收敛？在什么地方 
一致收敛？如何计算用幂级数表示的函数的导数与积分. 

定理 13.1( 阿贝尔第一定理）若幂级数，在点~(#0)处收敛，则 
对满足不等式 "" 



的一切点:幂级数都绝对 收敛； 若幂级数^在 x 2 (#0) 处发散，则对 
满足不等式 " a ° 

UI > U 2 | 

的一切点:幂级数都发散. 

证明先设幂级数处收敛，即数项级数 fad 收敛. 

« -0 ■ 

这时有 

lim a ^ x ] =0. 

興 - • ■ 

因而数列|心<|有界，即存在常数 Af >0, 使得 

I a n x1 丨彡 M (n = 0,1,2,…） • 

对任意 X 满足<丨&丨，有 

I o n x n I = I » n =0,1,2, — , 

由数项级数 i ]| g | n 收敛，根据级数的比较判别法知绝对 收敛. 

再设幂级数在 x 2 (#0) 发散， M >| x 2 |, 要证幂级数在 x 点发 

flmO 

散. 用反 证法. 如果不然，幂级数在 x 点收敛，由前面已证的，则幂级数应 
在点绝对收敛，与假设矛盾.定理 13.1 证完. 

ao 

显然，任一幂级数在; t =0 收敛.这样幂级数收敛情况只可能有下 
述三种 可能： "" 

( i ) 幂级数只在 x =0 收敛，在 其它* #0的地方均发散.例如 




根据达朗贝尔判别法，只要有 

( /I + 1 )\x _ - ( n + D | ^ I — + 00 ( n -^oo ), 

n ! x 

故级数在皆发散. 

( ii ) 幂级数在 （- 00,+ «) 每点皆收敛.例如 



用达朗贝尔判别法知这级数对任意 X 均绝对收敛. 

os 

( iii ) 幂级数在某点々#0收敛，在某点巧发散.根据定理 13.1, 
<1 ■ 0 

必有 Ujclhl . 由定理 13.1 不妨设0< h < X 2 . 

记 

4 = t X \x > 0, 2 a n x n 收敛 1 , 

• •o 

这时4是有上界的非空实数集合，这是因为而&是/!的一个上界. 
由上确界定理知4有上确界 r >0. 我们来证明，当 M < r 时， f ] a n x n 收敛； 

a»0 

«o 

当 Ul > r 时，发散.事实上，对固定的 Uil < r , 由上确界性质知存 

nmO 

在使 | 4 | < [彡 r . 由知 2 a n x " 在4收敛，用定理 13.1 知 

M *0 

m 

在< 收敛.同理对任意固定的丨4丨 > r , 存在 x w 2 使丨4| ><> 1 •.由 

nmO 

知 Da / 在4 发散. 由定理 13.1 知幂级数在4发散. 

nsO 

这样，在情形 （ iii ), 我们证明了，存在0< f < + 00,使幂级数在 U | < r 
收敛，在 Ul > r 发散. 这时称 r 为幂级数的收敛 半径. 根据这样定义的收敛 
半径，在情形 （ i ) 时，自然理解为收敛半径为0,在情形 （ ii )， 收敛半径为 + oo . 
这样便把三种情形统一起来了. 

任何一幂级数，必属于上述三种情形之一，且只属于其中之一.这样，我 
们便证明了下面的定理. 

定理 13.2 对任意给定的幂级数，必存在唯一的 r(r 满足0矣 + 00), 
使得幂级数在 M </•绝对收敛，在 M > r 发散. 

定理中的 r 称为幂级数的收敛半径. 

例1考虑幂级数 （ l ) t )/，（2) f ] f , (3) t ； ^•容易知道，三个幂级 

":0 • » 1 n MS I ^ 
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数的收敛半径都是1,因此它们都在 （-1,1) 内绝对收敛.但容易看出， （0 在 
±1均发散， （2) 在 x = -1 收敛，但在 x = \ 发散， （3) 在 x = ±1皆收敛. 
可见，对每一幂级数，都存在一收敛半径 r , 使级数在 （- r , r ) 内绝对收 
敛.但在此区间的两个端点，对幂级数的收敛性要作专门的讨论. 

然而幂级数的收敛半径怎么求呢？ 

m 

定理 13.3 若幂级数 D 的相邻两项系数之比满足条件 

"0 



则幂级数的收敛半径 r = 1(^ = 0 时理解为 r = + 00 >/0= + 00时理解为 r = 0). 
证明用达朗贝尔判别法， 

= .^-T^r Ul= ^ lxl - 

若 _， 则当 |*丨< j 时级数绝对收敛，当 UI >1 时级数 发散. 若 P = o , 

则级数对任意 X 绝对收敛.当^0= + 00时，级数在 x = 0 外发散.定理 13.3 
证完 • 

例 2 求幂级数土； 士 ( f 厂的收敛半径与收 敛域. 

解由 



故收敛半径等于 2. 当 x =2 时，级数为丄 发散； 当太=-2时，级数为 

• ■1 n 

^£^^收敛，故收敛域为 [-2,2). 

• * W 

n * 1 

例3求 


= x -f 2x 3 + 2 2 x 5 + 2 3 x 7 + •- 

的收敛半径与收敛 i ' 

解这个幂级数偶次幂的系数 a 2 „=0, 不能用定理 13.3 计算收敛半径, 
但可用达朗贝尔判别法直接求收敛 区域： 

| 2n ♦ 1 I 

^\2 n ~ l 'x 2n ~\ = J^ 2 I^ 2 = 2M 2 . 



因此当 2 M 2 <1 即 UI 时，级数绝对 收敛； 当 2 UI 2 >1 即 Ul 时， 

级数发散.当 x =± +时， 级数一般项不趋向于0,故级数发散.于是知道， 

V2 

级数收敛半径为*，收敛区域为(-*，^). 


1. 求下列各幂级数的收敛域 

⑴㈣ 

⑶& (m 


• 

2”， 

[3 -f (- 1) 
n 

3 n + (-2) 


(2n + 1) 


^ + 1)"5 


⑻ 

⑼ E 

⑴ ) § 縣、 

(12) |](l + y + - 

(13) S 似、 

n m 1 

/ 14 X ^ (x - 2) 2n " 1 

(14) ^ T^Tiyr 






§2 幂级数的性质 


101 


(15) (0 < a < 1); 

its I 

⑽益- - 

2 .设幂级数 tap ” 的收敛半径为 /?, 的收敛半径为讨论下列 

级数的收敛半径 " 


(1) Sa 




⑵2 ( a » + b n)x n ； 

n« 1 

(3) E a n b n x n . 


3 .设 


a * 彡 Af(fi = 0 ,!,•••;*! > 0 ), 求证：当 0 < x < a 时，有 


( 1 ) 收敛; 


⑵ 


s 


a # 


^ M. 


§2 幂级数的性质 

首先看幂级数在什么地方一致收敛. 

定理 13.4( 阿贝尔第二 定理） 

(1) 若幂级数的收敛半径为 r >0 , 则对任意 6:0<6< r , 幂级数在 [-6 ,6] 
一致收敛； 

(2) 若幂级数的收敛半径为 r >0, 且幂级数在 r 收敛，则幂级数在 [0, r ] 
一致 收敛； 

(3) 若幂级数的收敛半径为 r >0, 且幂级数在 - r 收敛，则幂级数在 [- r ,0] 
一致收敛. 

’证明 （ 1 ) 由于 

U〆 丨炙 UI (当 M 名 

而 E I a n b n | 收敛，根据一致收敛的 A / 判别法，知幂级数$； < 1 / / 1 在[- 6 , 6 ] 
«= ° «»«0 

一致收敛. 

(2) 已知 |] a n r " 收敛，而 



= 2 ^( 7 )» 

nmO MsO r 

其中对任意 x €[0, r ] 关于单调下降，且 

-y 彡1 ， V [0, r ] f n = 0,1 , 2 , ••- . 

根据一致收敛的阿贝尔判别法知 f ] a n x n 在 [0, r ] —致收敛. 

(3) 的证明与 (2) 相同，定理 ^3.4 证完 • 

一般说来，若幂级数收敛半径为 r , 不能断言幂级数在 （- r , r ) 一致收敛 
例如，级数 


的收敛半径为/■，而幂级数在 （-1,1) 不一致收敛. 
般项构成的数列 UN 在 （-1,1) 不一致趋向于 0. 


因为前面证明过，它的一 


推论1 若幂级数 tap " 的收敛半径为 r >0, 则它的和函数在 （- r ， 


连续. 


证明 V * o ^( - r 9 r ), 令6 = 


I *0 


则 | %丨< fc < r . 由定理 13.4 


知，幂级数在 [-6,6] — 致收敛，而〜/在 （- 00 , + 00〉连续，因此和函数在 
[-16] 连续，特别地在以 连续. 由(- r , r ) 的任意性，知和函数在 
(_ r , r ) 连续. 

推论2 若幂级数的收敛半径为 r >0, 且幂级数在 r 收敛，则它的和函 
数在 [0, r ] 连续.特别地 

• m 

lim ^a n x n = 

11 * 0 _ _ 0 

这是定理 13.4 第 (2) 部分的直接推论. 

对:有类似的 结论. 

定理 13.5 若幂级数的收敛半径为 /■, 和函数为 SU ), 即 

nmd 

m 

Six ) = (1) 


= a 0 + ai ^ + a 2 x ' 


则幂级数在收敛区间内部可以逐项微商与逐项积分，即 


S f ( x ) = 2 


na n x 



= oi + 2 a 2 x + 3 d 3 

> V + l 


na„x 


• : S(0<h = S 3 


a l 2 ^*2 3 1 n + 1 

= a 0^ Y x ^JX ^-^— a n x + …， - r <^< r , 

且 (2)、（3) 中的幂级数收敛半径仍然是 r . 

证明首先证明幂级数经逐项微商与逐项积分，收敛半径不变.为此只要 
证明 （1) 与 (2) 中的级数有相同的收敛半径，因为 （1) 与 (3) 中的级数有相同的收 
敛半径可完全类似证明.已知 （1) 的收敛半径为 r , 设 (2) 的收敛半径为对 


任意(- 〆 ， 〆 ），有 V ] na , 


S — 1 绝对收敛.由 

I ^ Uo I I _ 1 I ， 


根据比较定理知绝对收敛， 故 〆 矣 r . 反之，对任意 r ), 这 

M «0 

m 

时存在/?>0使得丨*。丨</?<厂，而绝对收敛，注意到 


I ^nXO ' 1 ! ^ I I | ^T - * 


故存在 M >0, 使 


R n 




= 1 , 2 ,-). 


根据比较定理知绝对收敛，于是/•矣 〆 . 这就证明了 r = 〆 . 

证明了 （1) 与的级数有相同的收敛半径后，剩下要证的是 （2) 中级数收 

敛到 YU ), (3) 中级数收敛到 pS ( t)dt ,对任意 - r , r ) 成立. 这是定 

Jo 

理 13.4 与函数项级数逐项微商与逐项积分定理的直接推论，定理 13.5 证完. 
重复应用定理 13.5 便得下面的定理 13.6. 

OB 

定理 13.6 若幂级数的收敛半径为 r >0, 则其和函数 SU ) 在 （- r , 

• *0 

r ) 内任意次可微，且 S (4> G ) 等于 E a〆 逐项微商々次所得的幂级数 

■ 

S ⑴ （ x )= y ] n ( /I - - A : + \ ) a n x n ~ k 9 - r < x < r . 

把已学过的关¥4级数的内容小结一下. 




( i ) 对每个幂级数,都存在一收敛半径 r ( O ^ r ^ + oc ) ,幂级数 
在 （_ r , r ) 内绝对收敛/在 M >r 发散，但在 . t =- r，r 要具体 分析； 

OD 

( ii ) 幂级数在收敛区间内部可逐项微商与逐项积分，且收敛半径 

^ * 0 

不变； 

( iii ) 幂级数在收敛区间内部所表示的函数是任意次可微的. 

00 

所有上述讨论对幂级数 (x - X 0 ) n 都有类似的结果，这时收敛区间 

«-0 

为 （*0 - r t x 0 + r ). 

回到最初引人级数时，为了解微分方程 

x/ ^ y + xy = 0 ， 

我们形式地用待定系数法，得到了级数 



现在知道，此级数的收敛半径为+ 00. 因此它在 （- 00, + 内可逐项微商任 
意多次.这样我们便证明了它的确是上述微分方程的解.这是非初等函数，我 
们现在只有它的幂级数表示，它的许多重要性质都可以从这个幂级数表示推导 
出来.类似的讨论可参考专门的教程，我们就不叙述了. 

习 题 

1. 设 / U )= 当 U | < r 时收敛，那么当 f ； + , 收敛时有 

--0 ».o n ^ 1 

\/ {x)dx = 

不论当:《 = r 时是否收敛. 

|«»0 

2. 利用上题证明^ ln(l -- x) dx =- 2 ^ . 

3. 用逐项微分或逐项积分求下列级数^ 和： 

«0 

(2) E 似"； 
n rn 1 

(3) yi n ( n -f 1) % n ; 

n * I 




(7) Xl / iV - 1 . 

M - I 

4. 求下列级数 的和： 

( DS ^ 1 ； 

(2) E 1 1V 

77 ； n (2 n + 1) 

5. 证明： 

( 1 ) 满足方程 / 4> = 厂， 

(2) 2 满足方程 W-；r = o . 

■ 

6. 设 / U ) 是幕级数 I 在 （-/?,/?) 上的和函数，若 / U ) 为奇函数， 

m mO 

则级数中仅出现奇次幂 的项； 若 f ( x ) 为偶函数, 则级数中仅出现偶次幂 
的项. ’ 

7•设 /(*)= E n 2 ln J + n) - 

⑴ 求证： / U ) 在 [-1,1] 连续,广 （ X ) 在 （-1,1) 内 连续； 

(2) 求证： f ( x ) 在叙 x = -1 可导； 

(3) 求证： lim / # ( x ) = + oo ; 

m • 

(4) 求证： / U > 在点 x = l 不可导 • 

§3 函数的幂级数展开 

前面的讨论，都是从幂级数出发，看它所表示的函数（和函数）具有什么性 
质.本节则从函数出发，看它能否用幂级数表示.从而用幂级数这个工具研究 
函数. 

m 

如果幂级数 Sa〆 在 （- r , r ) 收敛到函数 / U ): 
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/( x) = Y] a n x n , - r < x < r, 

那么称 /U) 在（- r,r) 可以展开成幂级数.类似地称 /U) 在 U。- / •，以 + ;•) 可 
以展开成幂级数，如果 

OD :• 

fix) = 2 a n( x - ^o) n * - r < X - x 0 < r. 

nmO 

本节要讨论的问 题是： 函数 /( 幻满足什么条件，就可以展开成幂级数？ 
假如可以展开的话，如何求它的幂级数展开式？ 

上节结果表明， /(x) 在（- r,r) 可以展开成幂级数的必要条件是它在（- r,r) 
内任意次可微(我们也称 / U ) 在（- r , r ) 无穷次可微).但这条件是否充分呢？ 
事实上，若 

fix) = 2 a k x k = a 0 + a x x + ••• + a n x n + …， -r < x < r t 

“o 

令 x =0, 得/(0) = (2 0 .逐项求微商，再令 x =0, 得厂 （0) = fll . —般地， 
逐项求 n 次微商，有 

f (n) (x) = n!a„ + ( 沒 f! 1 ) ! + …， n =0,1,2,--. 

令 x =0, 得 

/ ( ，)=山„， 

或 a " = ^! /<，，>(0) - 

这样我们便得到了下面的定理. # 

定理 13.7( 唯一性） （ i ) 如果函数 /(*) 在 （ -r,r)(r>0) 可以展开成幂 

级数 

鑛 

/( %) = 2 a k x k = a 0 + a x x + a 2 x 2 + ••• + a* x* + …, _ r < 太 < r, 

hmO 

那么必有 

a* = ^y/ u> (0 )，k =0,1,2,--. 

( ii ) 如果函数 / U ) 在 U 0 -r,* 0+ r)(r>0> 可以展开成幂级数 

oo 

/ (x) = ^a k (x - x 0 ) k 

kmO 

=a 0 + a x (x - x 0 ) ■¥ — - ¥ a k (x - x 0 ) k + …, x 0 -r<x<x 0 ^r 9 

那么系数 & 满足 

^ = ^ [/ U) (*o)* A ： =0,1,2, — . 

通常称 
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S 


(*) 


(0) 


k\ 


=/( 0 ) + f'(0)x + 


尸⑻ 

2 ! 


/⑴ (0) 
kl 


为 / U ) 的麦克劳林级数，称 

/ (4> Uo ), 


E 


k \ 


- X 0 ) k 


= f(x 0 ) + f , (x 0 )(x - x 0 ) 

- -« o ) 2 + 


/ U) u) 

左！ 


-太 0)* 


为 / G ) 在 M 的泰勒级数. 

定理 13.7 说明，若函数 / U ) 在 （-/•,〃） 能展开成幂级数，则此幂级数只 
能是 / U ) 的麦克劳林级数.若函数/(幻在（^-『，〜 + 0能展开成：^-〜的 
幂级数，则此幂级数只能是/(幻在 M 的泰勒级数.故定理 13.7 称为唯一性 
定理. 唯一性定理解决了如何找函数的幂级数展开式问题. 

下面的例子表明，函数无穷次可微并不是可以展开成幂级数的充分条件. 
例1 


/“)=卜七”，以 0 ， 

I 0, x = 0， 

它在（- 00 , + 00 ) 任意次可微，但它不能在任何区间（- r , r)(r >0) 展开成¥ 
级数. 

事实上，当时， / U ) 显然任意次 可微. 当 x = o 时，由于 

/( Ax ) e " ( ) 2 

Hm ---= lim ---= lim ye ~ y =0， 

Ax a.-o 


1 0， « = 0, 

因此 ， f {%)-&( - 00 ,+ 00 ) 可微. 用归纳法可证/(幻在（ - 00，+ 00 )任意次可 
微，且/⑴ (0) = 0 (fc = 0， l ，2, …）. 

如果 / U ) 对某个 r >0 在（- r , r ) 可展成 X 的幂级数.那么按定理 13.7, 

此幂级数的系数以=+/⑴ (0)=0, 即幂级数每项皆为0,由此推知/(幻在 

(- r ， r ) 恒为0,这显然 是小正确的. 故/(%)在 （- r , r ) (对 任意/ ■>()) 不能展 
开成幂级数. 

现在我们来回答，函数在什么条件下可以展开成幂级数？回忆在本教程第 
八章§1讲泰勒多项式时，曾经讲过，如果 / U ) 在 （- r ， r ) 任意次可微，则对 
任意 :《€:(- r ， r ), 有 
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/ U ) = /(0) + r (0 )x + …+ R n ( x ), (1) 

其中化 U ) 为余项， 具有下 列形式 

/? n (x)= - t) n f {n ^Ht)dt 

n\Jo 


= IT ^ TTT ，. 0 ⑺广 ， 

= 七 /("."(知)(1 - 0) V ，, 

其中$在0与 x 之间，0<0<1.第一个式子称为余项的积分形式，第二个式 
子称为余项的拉格朗日形式，第三个式子称为余项的柯西形式. 

等式 （1) 表明， / U ) 在（- r , r ) 能展开为 x 的幂级数，当且仅当对任意 
( - r ， r ) ，有 

lim R n ( x ) =0. 

这就是函数可以展开成幂级数的^件 1 对具体的函数，可尝试用上述余项的某 
种形式验证 A U )—0 U — OO ) 是否成立. 

定理 13.8 若 / U ) 的各阶微商在 （- r , r ) 一致有界，即存在 A />0, 使 
\f {n) (x)\ ^ M , \/ x^:( - r f r), n =0， l ，2, …， 

则 / U ) 在 （- r ， r ) 可以展开成幂级数 

w 、 

/( 太) = ~ x ， ~ r < x < r. 

证明事实上，用余项的拉格朗日形式，有 

V 太€ (- 厂"）， 

故 / U ) 在（- r , r ) 可以展成幂级数. 

下面我们给出基本初等函数的幂级数展开，这里需要用到本教程第八章 
§1讲述的初等函数的泰勒公式. 

( i ) e * 的展 开式： 



这是因为，对任意固定的当 f 在0与 X 之间时有 
因此用余项的拉格朗日形式，知 




这就证明了上述 e * 的展开式在 （-* ， + 00 ) 成立. 
( ii ) sin x 和 cos x 的展开式： 


+ (- 1) 4 


(2A + 1) 


E (- I ) 4 


( 2 * + 1 )!’ 




= S ui)fc 击 tt ， 

这是因为 sin 文与 cos x 的 n 阶微商 


(sin x) {n) = sin | x + , 

(cos x ) (n) = cos | x + 〒) ， 


对 n =0， 1，2, 3, …与- oo < x < + oo - 致有界，然后用定理 13.8. 

这两个函数的展开，说明了无穷和与有穷和的确有许多本质的区别.因为 
在上面两个展开式中，左边两个函数都是周期函数 

sin ( a : + 27 r ) = sin x 9 cos ( x + 2k) = cos x , 

右边两个都是“无穷的”多项式.如果是多项式（有限项），则无论如何也不可 
能是周期 函数. 因此，单凭“直观”是很难看出展幵式右边的两个级数是周期 
的. 只有经过一长串的推导，我们证明了这两个展开式在 （- 00 , + 00 ) 成立， 
从而证明了右边的级数的确表示周期函数.应该说这就是数学理论的一种 
魅力. 

( iii ) 幂函数 （1 + X )。 的展开（二项式展 开）： 

(1 + ^)° 


- 1 ) 


- !)•••( a - 


-1 )*-*(a - n + 1) 


这是因为 

因此 / ( l ,) (0) = a ( a - l )-( a-n + l ). 

用余项的柯西形式 

Rn(x) = a(a-ma-2)---U-n) xn ^^d_y {l 
由于当 UI <1 时， + 丨办|多1 - 0，因此 






而 Kl + ftc) 0 - 1 丨矣 max((l+ Ul)。- 1 , (1- Ul)"- 1 ), 

故 1& U ) 丨 

《 | aU_l)U^2). _ ”( …) ， I 腿 ((… x 丨 )。 ' (1 - U|) 

用达朗贝尔判别法容易证明，当 M <1 时，级数 

a(a - 1)(q - 2)--'(a - n) 

^ ^ * 

绝对收敛，因而当 M <1时 

lim g(a 二 1)U 二 2) 二 ^ ■ - ■ n) f, =0 . 


这就证明了当 M <1 时， R n ( x )-0( 
成立. 

( iv ) 对数函数 In (1 + 幻的 展开： 


), 也就证明了前面的二项式展开 


ln(l 


2 T 3 4 


+ ( - 1 ) 


S (- l )"- 1 芋 ，- 


完全可以通过求微商，如同证明二项式展开那样用柯西形式的余项，证明 
Rn ( x )-^ O f 但我们在这里用一个简单的方法.由几何级数求和知 


+ (- 1 ) 


用逐项积分得 


ln(l 


= Lit 


+ (-i) 


, - \ < X < 


由于当 X = 1 时，右边的级数 


1 — ^• — -f 十 - 十 ••• 

2 3 4 n 

收敛，用阿贝尔第二定理知右边的幂级数在 [0,1] —致收敛，从而和函数在 [0,1] 连 
续，特别 地在％ = 1左 连续. 而已知 ln(l + : t ) 在 x = l 是连 续的. 故幂级数的和函 
数在％ = 1应等于 In (1 + x ) 在: c = 1 的值： 


In 2=1- 


2 T 3 4 


+ (- 1 ) 


从而 


ln(l 


XXX . V 

yH + … + ( 一 0 



在 -1<太彡1 成立. 

下面我们用级数的运算来计算一些函数的展开，从而求出一些级数的和. 
例2 已知 


- x 3 + ••• + (- 1 ) 


用/代替 X ,得 


- 1 ) 


逐项积分 


arc tan 


= IoiT - 


t 十… + 


-\<x< 


由于右边的级数在 Z = 1 时是 


1 一 — + — — — + … — 1 ) n - + … 

3 + 57+ ” U 2 n + l + , 

它是收 敛的. 用阿贝尔第二定理知和函数在 [0,1] 连续，而 arctaiiz 在 

是连续的，故 


=1时 


arctan % = x - 


令-…+ (-1) 


在 成立. 特别地令 x = l , 有 


根据定义， 7 T 是圆周率，来源于求圆周的长度或圆的面积，很难想像 f 可以表示成 

奇数倒数的这样一个交错级数 之和. 但现在我们却真实地证明了这是成立的. 

例3已知 

I x = = 1 + * + + -• + «" + *••, 一 1 〈龙 < 1. 

根据逐项微分定理\得 

(TT7) 5 = 自 …’ 


2% + 3x 2 + Ax 


两边乘以 x 得 


(1 一 X): 


= 2 n%n 


2x 2 + 3x 


再逐项求微商，有 




这样，通过逐项微分，我们可以得到许多新的级数展开.在上面两级数中，令 

丨=士，得 

2 =§ 2 - 

12 = S^T, 

还可以计算出很多特殊数项级数的和. 

习 题 


1. 利用基本初等函数的展式，将下列函数展开为麦克劳林级数，并说明 
收敛区间. 

(1) 土，一； 

⑵ o 7^ ! 

⑶士 

(4) cos 2 x ; 

(5) sin 3 x ; 

(6) ，上■二 ; 

(7) (l + x ) e -*; 

(8) ln(x + /T77 2 ); 




(11) ln( 1 + :« + 太 2 ) ; 



函数的幕级数展开 


(14) J cos t 2 dt . 


2. 利用幂级数相乘求下列函数的麦克劳林展 开式： 

(1) 

1 + x 

(2) (arctan x ) 2 ; 

(3) ln 2 (l - x ). 

3. 将下列函数在指定点外展开为泰勒 级数： 

( 1 ) 7 ^~ (^a 9 aj^0); 


⑵ S ;2；7>， w l ; 

(3) In x , x 0 = 2 ; 

(4) e x 9 太❶ =1• 

4. 展开为 x 的幂级数，并推出1 = g (n +')! • 

5 . 试将 / U ) = ln x 展开成 g 的幂级数. 

6. 设函数 / U ) 在区间 （ a , 6) 内的各阶导数一致有界，即存在 Af 
—切 ( a ,6), 有 

I / ( h ) ( x ) I 霉 Af，n = 1，2,…， 

证明： 对 U ,6) 内任意点 x 与&，有 


0,对 


=( … 0) • 


7. 求下列级数 的和： 

( DS ^"； 

n x I 汀 • 2 


(2) S 

<i-i 

(3) E 


(n + 1)!" 
(2 n + l ) 2 




第十四章傅里叶级数 


上一章引言中提到过，作为表示函数的工具，有两类级数是特别重要的， 
其中一类是上一章讨论过的幂级数，另一类则是本章要讨论的三角级数，幂级 
数是非负整幂函数的无穷和，三角级数则是三角函数的无穷和，它的一般形 
式是 


"Y + 2( a n cos nx + 6 n sin nx) 

A _ 1 

•^ + ( a,cos x + 6,sin x) + ( a 2 cos 2 x + 6 2 sin 2 x) + ••- + 
(a n cos nx + 6 n sin 似 ） + …， 


其中 (n = l ,2, …）是常数(第一项写成 f 的形式，以后将会看到是 

为、了计算方 便). 前面已经知道，用 裤级数 表示的函数，在收敛区间内部必须 
是无穷次可 微的. 而用三角级数表示的函数，则可以是不可微的，甚至不连续 
的 函数. 因此能用三角级数表示的函数，其范围要比能用幂级数表示的函数广 
得多. 

由于三角函数之间具有“正交性”，因此把函数用三角级数表示出来，可 
以看作是把函数按三角函数系作正交展幵.这是一种崭新的观点，它使读者第 
一次从经典分析的内容迈向近代分析的理论. 

虽然幂级数所表示的函数范围比较狭一些，但由于幂级数比较简单，用起 
来十分方便，故幂级数与三角级数两者各有所长，希望读者都能 掌握. 


§1三角级数与傅里叶级数 

由于任意三角级数 

爨 

+ 2(a n cos nx + 6 n sin nx) 

L n. I 

中每一项都是以 2 tt 为周期的函数，因此能用三角级数表示的函数必须是以 2 tt 
为周期的 函数. 以后将会看到，这个限制不是本质的，故现在先假设 / U ) 是 
周期为 2 tt 的函数.本章主要研究的问 题是： 

(i) /U) 满足什么样的条件，可以使某三角级数收敛到它，或者说可以把 
/( x ) 展开成三角级数？ 



§ 1 三角级数与傅里叶级数 


( ii ) 当/(幻可以展开成三角级数时，各个系数怎么确定？ 

在研究函数的幂级数展开时，我们碰到过同样的两个问题.当时解决这两 
个问题的方法是：先考虑问题 ( ii )， 假设展开式成立，通过逐项微分，求出系 

数应满足 a n = -^/ n > (0). 然后回头研究问题 （ i ), 把上述系数公式代人幂级 
n ! 

数，求出函数与此幂级数部分和之差，看在什么条件下，当 71—00 时，这个差 
(余项）趋向于0,这样便得到了展开的条件.这个方法，可以在这里借鉴用于 
解决函数的三角级数展开. 

现在我们从问题 ( ii ) 着手，我们需要关于周期函数的一个简单性质以及三 
角函数系的正交性. 

命题1若 /( O 是周期为 r 的函数，则对于任意的有 

| fix ) Ax = ^ f ( x ) dx . 

证明事实上， 

fc + r ro rr r a ^T 

J f ( x)dx = J f ( x)dx + ^/( x)dx + f ( x ) dx 9 

而对嬝后一个积分，作变 ffl 替换 : r = ，则 

fix)Ax = | Q /( f + T)dt = ^ f { x)Ax = - | V ( x ) da :. 

代回上式便得所求. 

命题 1 证明了周期为 r 的 函数， 在任何长度为 r 的区间上的积分都是相 
等的，与区间所在的具体位置无关. 

称下面的函数集合 

11 ,cos * * sin x ,cos 2 x ,sin 2 x , ••- ，cos nx ,sin fix f ••• | ( 1) 

为三角函数系. 

定理 14.1 三角函数系中任意两个不同函数的乘积，在区间 [-7 T ,7 T ] 上的 
积分为0,即 

1=0 (技=1,2，*“〉5 

m , n = 1,2, •••) ； 

n 

cos rrLtcos nxdx = 0, 

-K 

( mj ^ n 9 m , n = 1,2, *••) • 

cos mxcos nxdx 
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= J [cos( m - n) x -k- cob( m + n) x]dx 




in ( m - 


㈣ l>0. 


其余各式请读者自己证明. 

显然，根据命题1，定理中的积分区间 [-7 T ，: r ]， 可以改为任意长度为 2 tt 
的区间，结论不变.特别地，可以改为 [0,2; r ]. 

定理 14.1 所断言的结论，称为三角函数系 （1) 的正交性. 

现在我们在较强的假定下，来回答前面的问题 （ ii ). 和幂级数情形不同的 
是，在那里用的是逐项微分，在这里用的是逐项积分. 

设 / U ) 是以 2 tt 为周期的函数，并且假定/(幻在区间 [- ltt ] 可以展开成 
一致收敛的三角级数 

0D 

f ( x ) =令+ y ]( a„cos nx + 6 n sin nx ) y (2) 


a n = — I /( x)cos nxdx , n = 0,1,2, •••, 

( ^ 厂 . （3) 

b n = — /( «)sin nxdx , n = 1. 

事 实上， 由于 (2) 中的级数在 [- IT , IT ] 一致收敛，则在 [- lt ,7 T ] 上可逐项积 
分，再根据定理 14.1, 知 

f(x)dx = J 专 dx + S ( a n| cos nxdx + 6 n J sin nxAx^ 

= f .2 兀， 

故 a 。 = 丄 f f(x)dx. 

7 T 

在 (2) 两边同乘 COS 则不难看出，这样得到的级数在 [-7 T ,7 T ] —致收敛 

到 /( X ) COS 紜.在 [- TC ,7 T ] 逐项积分，得 

•K 

/( )cos kxdx 


a 0 = 


= y ° f K Cos kxdx ^ ±( a n [ co , 
b n I sin nxcos kxdx ] 

U — It 

= cos 2 kxdx = a k iz . 


kxdx 


nxcos kxdx 


故 
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at = /( x)cos kxdx , k = 1,2, •••. 

7 T J -x 

同理，在 (2) 中两边同乘 sin 紜，再在 [-7 t ，7 T ] 逐项积分，便得 

b k = -^-J* /( x)sin kxdx , k = 1,2, •••. 


这样便证明了 （3). 

现在，我们从另一角度来看公式 (3). 假设 /( O 是以 2 tt 为周期的函数，在 
[- K ,7 t ] 是黎曼可积的（记住，这时|/|也可积），或/(幻在 [- LIT ] 的积分是瑕 
积分，且 /(X) 在 [-7T,7t] 的积分绝对 收敛： 

. J l / U ) \ dx < . 


(以后我们用一个名词概括这两种 情形: /(幻 在 [- LTT ] 绝对可积），则等式 （ 3) 
右边的积分均有意义，从而可以得到6„.用这些 A , b n 定义的三角级 
数，自然是与 /(幻 密切相关的，我们因此引人下面的定义. 

定义 14.1 设/( X )以 27 T 为周期，在 [-7 T ,7 T ] 绝对可积，则由公式 


I /(x)cos nxAx, n= 0,1,2,…, 
f /(x)sin nxdx , n = 1 


决定的 A , 称为 /( x ) 的傅里叶系数（或简称为傅氏系数），称由这些 a n , 
6„决定的三角级数 


专 + ( a n cos nx + 6 n sin nx) 

为 / U ) 的傅里叶级数（或傅氏 i 数），记为 

f(x ) 〜+ 2 ^ a n cos nx + b n sin nx ). 

m • I 

注意，上式不写成等号，是因为在定义的条件下，6„有意义，因而 
可以写出右边的三角级数，但这三角级数是否收敛，或即使收敛但是否收敛到 
/ U ), 都是未知的，故写成 /(*) 对应于它，而不能写成等号.不过，前面的 
讨论告诉我们，如果 / U ) 在 [- LTT ] 能展开成一致收敛的三角级数，则这三角 
级数必定是/( X )的傅里叶级数，现在我们可以看出，把傅氏级数的常数项写 

成 Y ， 是为了使 (3) 中叫与的表达式统一. 

例1设/( X )以 27 T 为周期，在 （-7 T ，； T ) 内 / U ) = z , 试求 / U ) 的傅里叶级数. 
解 /U) 的图形如图 14-1. 

由/( X )在 （-7 T ， K ) 是奇函数，知 /( X ) COS 似在 （-7 r ，7 T ) 也是奇函数，因而 
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图 14- 1 

例2设/( X )以 27 T 为周期，在 （-7 T , tO 定义 如下: 

一 1， - n < x < 0 , 

fix) = 0, * = 0, 

1 » 0 < X < 7 T , 

试求/( X )的傅里叶级数. 

解 /(*) 的图形如图 14-2: 






角级数与傅里叶级数 




4 sin (2 A - 1) 


2 k - 


4 ( . sin 3 x sin 5 x \ 

= 7 卜 1 + … J. 

例 3 设 / U ) 以 27 t 为周期，在 （0,2 tt ) 内 
/( x ) = x \ 试求 / U 〉 的傅里叶级数 • 

解 / U ) 的图形如图 14-3. 


- 4 n - 2 n \0 2 n 4 n 6 n 


图 14-3 


nxdx = 


因此 


°° = 士 r_/ ( * )d * = 士 r /( * )d * = 士 ir* 2d * 
= 丄誓广 = 1 ， 

^ 3 lo 3 

a n = +J 2 x 2 cos nxdx = - xsin nxdx 

2 2， 2 f 2 ， 4 

= — ^[xcos nx ] - — 2 cos nxdx = —^. 

nn o irn Jo n 

1 f 2 * 

b n = —- x 2 s'\n nxdx 
TT J 0 

= -— [% 2 cos nx ] + — I xcos nxdx 

mz lo httJo 

4 k 2 f 2 " . . 4 tt 

=- —- —T - sin nxox = - _• 
n n nJo n 

fU) ^ + 4S 


in nxdx 


nxdx 


例 4 设 / U ) 以 2； r 为周期，在 [-7 T ,7 C ] 上 / U )= U |, 试求 / U ) 的傅里叶 


级数. 


解 / U ) 的图形如图 14-4: 



- 4 k - 3 n -2k -tt O 


2 n 3 n 4 n 


图 14-4 

由 /( X ) 在 [- 7 r ，7 T ] 为偶函数，故 6„=0. 


= ill 


xdx = 
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i\l xcos nxdx 




sin nxdx 



n 为偶数， 
n 为奇数. 



1. 证明： 

(1) sin x 9 sin 2*， …， sin nx, … 是 [0,tt] 上的正交系； 

⑵ sin x, sin 3x * ••- , sin (2n + \ )x 9 …是 lo,f j 上的正交系 ; 

(3) 1, cos x , cos 2 a:, cos nx t … 是 [0,7r] 上的正 交系 . 

(4) 1, sin x , sin 2x , …， sin nx , … 不是 [0,7T] 上的正交系 . 

2. 求下列周期为 2tt 的函数的傅里叶 级数： 

fi 

(1 ) 三角多项式 P n (x) = ( a,cos ix + 6,sin ix); 

imO 

⑵ /(:) = X 3 ( - 7T< A ： < 7T >； 

： 7r )； 

< X < 7r )； 

：X <T^)i 
0, 


(10) fix) = (0< X <2tz). 

3 •设 / U ) 以 2; r 为周期，在 [-7 T ,7 T ] 绝对可积， 证明： 

(1) 如果函数 / U ) 在[-兀，兀]上满足 / U +；0=/ U )， 则 

a 2 m-i = 6 2m -i =0， m = 1, 2 , …； 


(3) f(x) - 


(4) /U)= ， (-n<x 

(5) f(x) = I sin x I ( - 7 

(6) f(x) = X COS ^ ( - 7T 

, 、 ，、 \ x ^ - n< x < 

⑺… 

to, O^X <K ； 

(8) /(%) = 7T 2 - X 2 ( - 7T 

(9) f(x) = sgncos X ； 
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⑵如果函数 / U ) 在 [-; r ,7 c ] 上满足 /U + ; r )= -/ U )， 则 

«2m = b 2m =0, m = 1, 2,…. 


§2傅里叶级数的收敛性 

现在我们来研究，以 27 T 为周期在 [-7 C ，7 T ] 绝对可积的函数/( X ),还需满 
足什么样的条件，便能保证它可以展开成它的傅里叶级数，或者说，它的傅里 
叶级数收敛 到它. 我们的方法是给出其傅里叶级数部分和的一个表达式，然后 
看这个部分和什么时候收敛到 /( 幻. 

设 


Ax ) ^ 




记右边的 /( O 的傅里叶级数的前 n 项部分和为 

s n (x) = S n (f;x) 

-~2 ^ S ( fl tCos kx + 6 又 sin kx). 

把的表达式 

a* = fix )cos kxdx , k = 0,1,2,…, 

b k = fix)sin kxdx y k = 1,2〆“ 

代进去，得到 

S n (f;x) 

= f(u)du + 2 ~{ f(,u)[cos kucos kx + sin Ausin kx]d 

=/( u ) [ y + y]cos Ar( u - x)] du. 

利用以前推导出的恒等式胃 


cos kt = 


sin( n + y) 


2sin 


2 


代人上式，得 


1 fx sin( n + j) (u - X) 

5 n (/；^) = — J f(u) - du. 


( 1 ) 


2sin 
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•: [/( 


sin ( n + \\ t 


2 sin 


2 


我们先看5„(/;1)是否逐点收敛，即看在什么条件下，对某个 
tt ], 是否存在 S , $ S n (/;：^) 以 S 为极限，或者说 

S n (/; x 0 ) - S — 0 ( n-^oo ). 

在 (2) 式中，用 S 乘两边，对右边的积分作类似于上面的变最替换，得 


S 


S 


K sin(n + |)/ 2S 「 >n(0 


•K 

* -X 


2 sin 


d,= 2 ^r 

n Jr 


dt . 


⑷ 


2 


2 sin 


把 (3) 式（令 x = z Q ) 与 (4) 式相减，有 

S n (f;x 0 )-S 


⑸ 


* fir sin( n + y) t 

= ~ J [/( a：0 + 0 + /( X 0 - 0 -2 S ] --- dt 

0 2sin y 

i Cn sinfn-f y)i 

4 。 2sin 冬 


其中 


9:0( 0 = /“o + f ) + /( x 0 - f ) - 2 S • 

看 / U ) 的傅里叶级数的部分和\(/ ; 幻在&这点是否收敛，化成了能否选择 
到 S , 使⑸式中的 \(/ ; * 0 )- S -0 (当 n —00). 

由％。 G ) 的形式可以看出，如果 /( 幻在 M 连续，可以选择5=/(列）.如 
果 / U ) 在 M 不连续，但左右极限/(別-0)与 /( x D + 0) 都存在，则选择 

/( + 0) + /( xq - 0) 

2 

(当/(幻在 M 连续时，它也就等于 /(〜））• 对这样选择的 S , 当 t - O * 时，有 
%。（0— 0. 下面我们把 (5) 中的积分分成两 部分： 在 [0 J ] 上的积分与在[匕 7 T ] 

上的 积分. 为处理后一部分的积分，我们需要下面的引理. 

引理1 (黎曼-勒贝格 （ Lebesgu e ，18 7 5—1941)) 若 〆 f ) 在 [ a ，6 ] 绝对可积, 
则 

lim g { t ) s\n ptdt = 0, 

p—♦ * J a 

lim f g ( t)cos ptdt = 0. 

P —♦ 



证明只证第一个等式，第二个等式可类似证明. 

先设 〆 0在 6] 黎曼玎积.首先注意到，对任意的 a , /?,有 

丨 [ 〜 inp£d , = - cos />P < 2_ 

l J « P 、 p 

给 U , 6] 以 分法： 

a = t 0 < t { < ••• < t n = b . 

记为在 U + d 的下确界，这时 


• 6 . ^ f » 

g ( Osin ptdt = 2 u 

a *-l 

=Ef 

*-i 


g ( Osin ptdt 


( g (. t ) - m k ) s\n ptdt + * m ft sin ptdt . 


因此 


[ g(t)sin ptdt ^ 2 [* I g(0 - m 4 I dt + 2 I I ~ 


^ S 0)iAh + 2 公 I m* I • 丄， 

“I “I P 

其中 ou 为客⑴在 [4- M *] 的振幅 • ^ = 由 gU ) 可积性知，对任给 

的 e >0, 可以选定分法，使 


A 

^,(viAt k < y. 

取定分法后， SlmJ 就是固定的了，只要 

“I 

P > T 力 I m * I ， 


就有 | J Osin ptdt < c , 

这就在 gG ) 黎曼可积的假设下证明了引理1的结论. 
再设 g («) 在 U ，6] 无界，但瑕积分 

J a g(Odt 

绝对收敛.不妨设瑕积分只有一个瑕点，且就是 6. 
选 7 >0充分小，使得 

f lg(t) Id« < ^r 9 


这时，对任给的 


因此 .6 -/⑴― | 矣 L lg (0 |dr < y , 

对固定的 7 >0,由于 〆 £) 在 [ a , 6- 7 ]黎曼可积，故存在 ； V , 只要；>>〜，有 
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j | V g(t)sin ptdl < y, 

从而只要 p > N ，有 

g(t)sin ptAt ^ 1 \ a V(Osin ptdt j + |g(r)|ch 

€ € 

n =e ’ 

引理 1 证完. 

推论 1 若/( I )以 2 ir 为周期，且在 [-7 T ,7 T ] 绝对可积，则 / U ) 的傅里叶系 
数当 n — + «时趋向于0,即 

lim a n = lim = 0. 

羯* ♦♦鵪 麟-♦♦瓤 

定理 14.2( 黎曼局部化定理）若函数/(幻以 27 T 为周期，在 [-7 r ，7 T ] 绝对 
可积，则/( X )的傅里叶级数在某点以的收敛或发散，只与函数 / U ) 在 以附近 
的性质有关. 

把定理的结论说得更清楚 一些， 是说， /( X ) 的傅里叶级数在 X 。 的部分和 
S „(/ ; M ) 有极限存在或没有极限，只与/(幻在 （* o -5， x ()+ <5) 的性质有关，其 
中(5>0是一可任意小的正数. 

定理 14.2 的证明对任意正数5>0,不妨设 0<5< tc , 根据等式(3)，有 

SA/;x 0 ) (6) 




fiXn - t)] 


nnf n 


2 sin 


f(x 0 + t) •¥ f(x 0 - t) 
- si 

2 sin ~- 


) tit , 


由于在 U ，; r ] 上一 ^ 连续且有界，因此 

2sin ^ 

f(x 0 + t) +/(x 0 - t) 

2sin y 

在 U ，7 T ] 绝对 可积. 根据黎曼-勒贝格引理，知当/1-+00时， （6) 右边的第二 
个积分趋向于 0. 这样乂（/;化）当/1啼 + 00时的收敛与发散性与 


if [/( 


/( *0 - 0 ] 


2 sin 
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完全相同，而最后这个积分完全由/(幻在[〜 - 5，*。+ 3] 的性质决定，定理 
14.2 证完. 

很容易再用一次黎曼-勒贝格引理，把上述在 [0,5] 的积分再改写一下， 
我们要证明， S „(/ ; %) 当 n 一 + 00时的收敛与发散性，与 

1 C8 sin( a + +) t 

~J [/( + 0 + /( - 0 ] --- dr 


完全相同，事实上由于 


2sin 


- 2sin 


2tsin 


2[y -f o(t 2 )] 


(卜 0) 


2tsin 


知函数 


2 sin 


在 [0,7 T ] 上有界连续（在£ = 0时补充定义函数值为 0). 根据黎曼-勒贝格引 
理有 

_ ■ 

~ J o C/( *。+ 0 + /( - 0 ] ~~ - "Y sin( n + tit 


2sin 


0 ( fi — 


it J o 


的收敛和发散性与 


sin( n + t 

/(^o- 0]—~~ f^-dt 
2sin 7 


sin( n + -r- t 
- O ] — — 2 / dt 


完全 相同. 再用定理 14.2 便得到要证明的结论. 

黎曼的局部化定理，揭示了这样一件事实，即 SJ / mo ) 收敛与否，同 /( x ) 
在包含〜的一个邻域（々 - 5,〜 + 幻以外的情况完全无关（其中 8>0 可任意 
小），这是十分深刻的 结果. 事实上，根据定义， / U ) 的傅氏系数 a „ 与乂是 
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用积分定义的，它取决于 / U ) 在一个周期 [-7 T ,7 T ] 的整体性质，而乂(/;^)是 
由 a „， \定义的.因此，表面上看， SJ /;*。) 的收敛性应取决于/(幻在 [-7 T , 
7 C ] 的整体性质.而黎曼的局部化原理却告诉我们，5„(/ ; &)是否收敛，只决定 
于 / U ) 在 （&- 5, *0+ 幻上的性质 （5 >0可任意小）.这是表面上完全看不出 
来的.此事还可以换个角度看，设想有两个以 27 T 为周期，在 [-7 T ,7 r ] 绝对可积 
的函数 / U ) 与 g U 〉， 这两个函数只在 Uo - S , 〜 + S ] (对某个很小的 S >0) 相 
等，而在 [- TT . Tt ] \ [〜-夂〜+冽很不同，则由它们定义的傅里叶系数便可 
能完全不同.但黎曼局部化定理却揭示， S n (/;* Q ) 与 S „( g ; X Q ) 的收敛情形却 
完全是一样的.如果不是经过上面一连串推理的证明，这当然是不容易想像得 
到的. 

现在我们可以得到傅里叶级数收敛的判别法了. 

定理 14 . 3 ( 迪尼判别法）若/( X )以 2 n 为周期，在 [- L 7 T ] 绝对可积，且 
存在5>0,使得 

r 及丨 9n(t) | 


「在 I ^o Ktn 

dt 

Jo t 


存在，其中 

史 * 0 ( £ ) = /^o + 0 + /(*o - O - 2S 

则 /(*) 的傅里叶级数在 & 收敛到 S , 即 

5 n (/； x 0 )~*S (n-^ + » )• 

证明已知公式 (5) 


1 Cn (p x {t) / 


) tdt 9 


由黎曼-勒贝格引理知，只要证明了 




2 sin 


在 [0,7 T ] 绝对可积，便有 S „(/ ; 外 ) -S (fl 


). 而这是不难证明的.事实 


上，％。在 [0 J ] 绝对可积，而一^在[<5，]连续有界，但在 [0,5], 

2 sin 4- 


g (0 = 


2 sin 


其中在 [0 J ] 绝对可积，一^在[0,5]有界连续（在 t =0补充定义函数 


2 sin 




值 1), 故 gU ) 在 [0,5] 绝对可积，从而在 [0,7 t ] 绝对可积，定理 14.3 证完. 

有以下两种常见的 情形： 

( i ) / U ) 在〜连续，取5=/(々），则 

史 *0 ⑴ /(:0 + «)-/“0) f ( xo - t ) - f ( x 0 ) 

~ 1 ~ = - i - + - i - • 

这时只要 /( U ^ / UQ ) s [ o ， g ] 绝对可积，就有 / U ) 的 
傅里叶级数在 x 0 收敛到 / Uo ). 注意到此时/(〜±£)-/(列）—0 ( t —0), 根 

<p, (t) 

据瑕积分的比较判别法知，要-^―在 [0,5] 绝对可积，只需/(%±0-/(怎0) 

趋于0的速度足够快便可.这便是下面的定理 14.4 所叙述的. 

( ii ) / G ) 在&是第一类间断或可去间断，即 / U ) 在％的左右极限 
/(*o + 0), / Uo -0) 存在.这时，取 

, /U + o)+/U-o) 

S = -2-, 

贝 (J 沪 *。0 ) _ f(xo-¥t)-f(x 0 ^0) + /( Xp - t) 一 /( 欠 0 一 0) 

若 / U ") 严。+ 0〉 ，分别在 [ og ] 绝对可积,则 /u) 
的傅里叶级数在〜收敛到 + 注意到此时 • 

/(:0+ t ) -/ (太 0 + 0) -•*()， 

f ( x 0 - t ) -/( x 0 -0)— 0 ( t — O * ), 

(p ( t ) 

根据瑕积分收敛的比较判别法知，要^—在 [0,5] 可积，只需 

/( x 0 + «) - /( % 0 + 0)~**0, 

/(- 0 -/(:o -0)~**0 ( 当 t -^0* ) 

足够快便可. 

定理 14.4( 利普希茨 （ Lipschilz ,1832-1903) 判别法）若 / U ) 以 2 tt 为周期， 
在 [- ITT ] 绝对可积，且在&满足 (a >0) 阶的利普希茨条件，即存在5>0 
与常数 Af , 使得 

\ f ( x 0 ± t ) - /( x 0 ) I ^ Mt ° (0< t ^ d ) 

成立，则函数 /( d 的傅里叶级数在&收敛到 /(〜）. 

证明因为当0<£在5时 

\^\ 一 l/U+O-/“0)l . |/U-O-/U 0 ) 
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2Mt a 2M 

<丁=；7^ 

其中 l - a < l , 由瑕积分的比较判别法与狄尼判别法，知 / U ) 的傅里叶级数在 
M 收敛到 / U Q ). 定理 14.4 证完 • 

推论1若 /( 幻以 2; r 为周期，在 [- m ] 绝对可积，且 /( 幻在％ 有左右 
微商广 + Uo )、 fL ( x Q ) 存在， 则 / U ) 的傅里叶级 数在々 收敛到 / U 0 ). 

证明已知 

Um /(xo + t)-/(xo} =rt(xo)t 

lim / u + 牛 ㈣ = 八 u 〉， 

i—O 1 

由极限存在与有界的关系知存在5>0, Af >0, 使得 

/(x 0 ^t)-/(xo) (当丨 t |< 占）， 

即 l / U 0 ± O -/ U 0 )l 多始（当 0< t < S ). 

也就是说 /( O 在％满足1阶的利普希茨条件，故推论1的结论成立. 

上面的讨论可以推广到 /( x ) 在&是第一类间断或可去间断的情形.这时 

如果 


f ( x 0 + 0 -/( x 0 + 0) 

lim - - - , 

r -0* 1 

f(x 0 - t) - /(x 0 -0) 
lim - 

i - o * - 1 

存在，即把 / u ) 在 M 的函数值改为 / U + o ), 则 / U ) 在以有右微商，把 / U ) 
在以 的函数值改为 /( x G - o ), 则 / U ) 在 外有左 微商，那么 / U ) 的傅里叶级数 

在;》。收敛到 ⑴ . 证明留给读者. 

现在我们引入函数 /(O 在 [ a , 6] 逐段可微的概念.若 [ a , 6] 可分为有限个 
区间： 


a = x 0 < x l < ••• < x n = b , 

使得 /( x ) 在每个开区间 （七_ 1 ,:^)(; = 1，2^，^1)均可导， 而在区间的端点 / U ) 
有左右极限/(七±0)存在（在 a = * Q 只有右极限，在 b = x n 只有左极限），并且 


对 i = 0，1 ，…， n . 


lim 



lim 



/(Xj + t) -f(xj^O) 
t 

/(*• + «)-/(々 - 0) 
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存在，则称/(幻在 [ a ,6] 是逐段可微的. 

逐段可微的函数图形如图 14-5： 

综合前面的讨论，我们得到 

.定理 14.5 若 /U) 以为周期，且在 

[-7 T ,7 T ] 逐段可微，则 /( 幻的傅里叶级数在 

/ U ) 的连续点收敛到 / U )， 在 /( x ) 的不连 

续点（第一类间断或可去间断）收敛到 

/U+0)+/(x-0) 

2 • 

一个有意思的问题是，已知 /(*) 在 [-7 T ，7 T ] 逐段玎微，如果/(；0在戈=-兀 
间断，那么/(幻的傅里叶级数在 - K 应收敛到什么？事实上，它应收敛到 

y*( — it + 0 ) + y( — 7r — o) 

2 , 

注意到 /( x ) 是以 2 tt 为周期的，因此 

/( - 7T - 0) = lim/( - 7T + f) 

i-»0" • 

= lim/(7r + t) = /(tt - 0) . 

故 / U ) 的傅里叶级数在 -7 T 应焱焱到 

/( - 7 T -f 0) +/(7 T _0) 

2 ’ 

由 / U ) 的周期性知，其傅里叶级数在* =7 T 也应收敛到同一数 

/( _ 7 T + 0) +/(7 T _ 0) 

2 • 

定理 I 4 .5给出了函数可展开成傅里叶级数的一个充分 条件. 这个条件看 
来是相当弱的，只要函数在该点连续且可微（其实根据定理14.4,只要有一点 
光滑性——满足 a 阶利普希茨条件就够了），其傅里叶级数便收敛到函数本 

身. 甚至对不连续点，只要满足一定的条件，也可收敛到 /( i + 0 )= /U - 0 ) . 

回忆函数能展开成幂级数，在展开区域的内部，函数必须是无穷次可微的.比 
较起来，能展开成傅里叶级数的函数范围的确广 得多. 历史上，魏尔斯特拉斯 
于1875年用三角级数 

f(x) = 2 b n cos a n nx 

构造了第一个处处连续处处不可微数，其中 a 是正奇整数 ， 0<6<1,满 

足以>1+|^.这类函数在近代概率论、布朗运动、分形理论等研究中有重 
要的意义. 








傅里叶级数的收敛性 


例1 /(幻以 27 T 为周期，在 （-7 T ，7 T ) 定义为 


/(x) = { 0, x =0, 



在上一节中我们得到过它的傅里叶级数 


% ~ ~ ( sin 


由于/(幻在 [-7 T ,7 t ] 逐段可微， 


/( 0)=0 = 


sin 3x sin 5x 

/(0 + 0 )+/( 0 - 0 ) 


/(-^ + 0)+/( tt -0) ^ 

2 =0 ， 

根据定理 14.5, / U ) 的傅里叶级数收敛，其和函数 FU ) 是以 2 tt 为周期的函数 

x f /(%)， x^kn 9 /t . v 


/( 

0 , 


= kn 


f *2, …）， 




f(x ) ， kn. 


=kn 


U = ±1,±2, …）. 


换句话说，只要补充定义 / Utt 〉=0 U = ± 1 , 士 2 , …），便有 

F(x) s/(x) = -^ X ) 2X~|Sin(2A: 一 l)x 
对一切 x 成立.特别地，在 [-7 T , ir ] 有 


2*_ 


sin(2A: - l)x = 


1 0 ， x = 0 f ± n. 

图 14-6 是级数前 n 项部分和的 图形. 从图形可以看出，不连续函数是如 
何展开成它的傅里叶级数的. 

例2 / U ) 以 27 T 为周期，在 （-7 T ,7 T ) 内 / U ) = l 在上一节我们曾求得它 
的傅里叶级数 


/“) 〜 2 2 

mml 

= 2( sin 


一 1) 


由/( X )在（一 7 T , 


an 2x sin 3x sin 4x 
—2 + 3 4 

_7T* TtW, W 


/( -7 T + 0)+/(7 T -0) 


= 0, 
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图 14-6 

根据定理 14.5, / U ) 的傅里叶级数收敛，其和函数 FU ) 是以 2; r 为周期的函 
数，它在 [- k , k ] 可表为 

10， X = ± 7C. 


即 



换句话说，只要补充定义 /((2 A + 1)兀）=0 , &=0，±1,±2,…，则有 

F ( x )=/( x )=2 g ( 二 似 =2 ( sinx _ g ^ + g^^"j 

对一切 z 成立. 


图14 -7 和图14 -8 分别给出/(%)的图形与部分和 


(%) = 2( sii 


的图形. 
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例3 / U ) 以 27 T 为周期，在 [-7 T ,7 T ] 有 / U ) = X 2 , 试求其傅里叶展开式. 
解先求傅里叶系数.由/( X )在 [- LTT ] 是偶函数，知 6 n =0. 


= 


x 2 dx = % 


= 


x 2 cos nxdx = — I x 2 dsin 
【 J-k nnJo 

=-~ I 太 sin nxdx = -4 - | xdcos 
nn J o n nJo 

= 4 ZE ^k = ( _ 1)i1 4_^ 



由于函数处处连续（见图 14-9)， 在 x #(2 A + 1) tt 时均可微，而在 x = (2 灸+ 
1) tt 有左右微商存在，故 

/(.) = |^ + 42 (-1)"^ 

J **| ^ 

处处成立，特别地有 

2 1 2 . - ▽ ( - 1 ) n COS nx ^ r 

X = +4 2-/ 2 ，： e [-7 C ，7 T ]， 

° «.i n 

在上式中令 *=7 T ， 得 
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令 a : = 0 ， 得 


7 T 2 , 1 1 1 

i = 1 w? + … 


7 T 2 . 1 1 1 (-1) 


例 4 设 /(X) 以 2 tt 为周期，在 [-7T,K] 上有/(幻= U 1. 我们在上一节已 
求出它的傅里叶级数.由于 / U ) 处处连续，在 X # 鈥时 可微，而在 x = /brU 
= 0, ± 1, 士 2,…）时， / U ) 有左右微商存在，故 


特别地有 


r( \ ic 4 ^ cos (2 n - l)x 

/(%)= 2-7^ ( 2 n - W . 


1 ic 4 vi cos (2 n - \)x ^ r i 

l = 2 - 7 ^T 2 .Try 2 -* 


图 14-10 是 / U ) 与 


, 、 n 4 / cos 3x cos 5x\ 

、⑴ = T _7 l … + 丁 +丁 J 


的图形. 



图 14-10 

例5 求函数 / U )= COSa 在 （-7 T ，7 T ) 的傅里叶级数展开式，其中《不是 
整数. 

解注意 /(- K * f 0)=/( K -0)= cos a ir , 因此可以以 2 tt 为周期把函数延拓 
到整个数轴上而成为以 2 tt 为周期的函数.这时 

fix) = cos a(x -2mit) , (2 m - l )7 r ^ a :^(2 m + 1) tt , 

它在整个数轴上连续，显然 /( 幻在 （-7 T ,7 T ) 可微，而在 X =-7 C , 

/、 ( - 7 T) = asin an. 


即左右微商皆存在.由定理1 4 .5知，/(幻在整个数轴上可展开成其傅里叶 
级数. 

由于/(幻是偶函数，因此 6 n =0, 而 




§2 傅里叶级数的收敛性 


135 


因此 




2 flsin an 
iz ( a 2 - n 2 ) 




用这个展开式可以得到 cot 2 与一的展幵式.事实上，在 cosax 的展开 

sin z 

式中令 x = ir , 再以 sin an 除两边，得到 



此式对 a 为非整数均成立.便有 

1 2 z 2 z 2 z 

COtZ = T + z T ^ + z 2 -(27 t ) 2 + ••• +?-( nT ) 2 + ••• 

对 z 尹 kn 皆成立 • 这是 ⑽ z 的部分分式展开，它是有理函数部分分式展开的 

推广. 

在 cos a * 的展开式中令 ; t = 0，两边再除以 sin air , 再令 ax = z ， 便得 

丄_ 丄 2z 2z (_ l ) w 2 z 

sin z - z 、 W %、 (27r)2 + .“ + z L U7r) 2 + ... 

=丄-(丄 + 丄)…(丄 + 

Z \ Z - K Z ■¥ n! V Z - R7t Z -f nnl 

只要 Att ( 4=0, ± 1，±2,…）即可. 

比之一般的函数级数，傅里叶级数是有很多特殊性质的，例如关于逐项积 
分. 我们已经知道，一个每一项都连续的函数级数，如果在 u ，6] —致收敛, 
则它在 U , 可以逐项积分.而对傅里叶级数，则只要很弱的条件，就能保证 
逐项积分成立.注意到傅里叶级数一般项的积 分为： 

( a n cos nt + 6 „sin nt)dt 
Jo 

a n sin nx + 6„(1 - cos nx ) 
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6„ a n sin nx - b n cos nx 

=—+ - ， 

n n 

我们便可以写出下面的傅里叶级数逐项积分定理了. 

定理 14.6 设 / U ) 以 27 T 为周期，在 [-7 t ，7 r ] 内除有限个可去间断点或第 
一类间断点外是连续的，且 

at 

f ( x ) - y + X /( fl n c °s nx + 6 „sin nx ) y (7) 

则⑴收敛; 

«■ I n 

(ii) 「 /( ⑽ -y°，= I ； ^ + E 6 " C0S m (8) 

Jo 2 «»i n "I n 

对一切 x 成立. 

证明 不妨设 / U ) 在 [-7 T ,7 r ] 只有一个第一类间断点外，这时/( X )在 
[- ir ，7 T ] 有界，因而 

FU ) = £[/(0 - y ] d ^ 

在 [-7 T ,1 T ] 连续，并且在 M 以外每一点都可微.而在％点，由积分中值定理知 


F(x Q ■¥ Ax) ~ F(x 0 ) 


= f ( /(0 -?卜 


= lim /( x 0 -f dAx) - ^ 
=/(«o + o ) - y . 

即 FU ) 在 *0 有右导数 •. 


F\ (:o) =/( 尤 o + 0) - 学 . 
同理可证， FU ) 在以有左导数，且 


( X 。) =/(* 0 -0) -专 • 

这就证明了尸（以）在々有左、右导数，从而在 [-7 C ,7 C ] 是逐段可微的. 
另外， FU ) 是以 2 tt 为周期的周期函数.事实上， 

F(x^2n) 0 (t) - 宁卜 

= J o (/(0 - y) dt + J y*(0dt • 7ra 0 

= l 0 ( /(t) -f) dt = F(x) - 

现在，我们已经知道， FU ) 是以 27 T 为周期的函数，在 [-7 T ,7 C ] 逐段可微. 
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根据傅里叶级数的展开定理(定理 14.5), 知 FU ) 可以展开成傅里叶级数 

F(x ) =令 + S ( A n cos nx + B n sin nx ) , 

ft = 1 

它对所有的 x 成立. 

下面我们来计算么，义.实际上，用分部积分法，当 〃多1 时， 

A n = 丄 f F{x)cos nxAx 
tt J 

= J/(*) - f )心 ad* 

_ K 


= 


nxdx 


J* F(x)sin 

7’“ 〉 1 二 + - ?) cos "丄 


注意，这里我们用到了 FU )= F (- tt ). 把它们代入上式中，得 

a n sin nx - b n cos 


F(x) = f(t)dt - 


令 a : = 0, 得 


io 

2 


E 


这就证明了 t &收敛，其和为其中 

mml n 

^ = if./ U)dx = - 专 ) dt ] d * 

是已知的.把 （10) 代回 （9) 中，便有 


- y x = 2^+2 

^ •«» 1 11 I 

这样便结束了定理 14.6 的证明. 

例6上一节习题 2(10) 已求得 


(0 … 2 k ). 


应用逐项积分定理，便有 

其中 


2" 4 


0 


2tt. 


⑼ 


( 10 ) 


( 11 ) 
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dx = 


( 12 ) 


代回 （11) 式，得 


-E 


令: t =7 T ， 有 




= 12 ' 


(13) 


用傅里叶级数的逐项积分定理，我们在（12)、 （13) 重新计算出例3中已求出过 
的两个数值级数2 -1, e u - r : 1 的和. 

R* I n mm I ^ 

前面关于傅里叶级数收敛性的讨论表明，一个周期为 2 k 且在[- 7 t ,7 t ] 绝对 
可积的函数 /( W , 在它的连续点并不能保证其傅里叶级数在化收敛.但 
在本世纪初，匈牙利数学家费耶 （ Fejer , 1880— 1959) 却发现，如果用部分和的 
算术平均代替部分和，则函数在〜的连续性便可保证其傅里叶级 数在外 的部 
分和的算术平均收敛到 /(〜）. 下面先叙述一个更强一些的定理. 

定理 14.7( 费耶）若 /(*) 是以 2 tc 为周期的连续 函数： 

fix ) - -y + 2 ( a n cos nx + 6 n sin nx ) 9 


其中傅里叶级数的部分和记作 S Q ( x ) = f , 


5„(*) = + 2 ( a * C0S + ^ 4 sin kx ) (n ^ l ). 


/ \ ^0V^/ f ^1V*/ -r -- 1- l v-> ^ / 

… = ^ T 1 = 

— 00 时在 [- X ,7 r ] —致收敛到 fix ). 

证明前面我们已经推导过，部分和 S „ u ) 有表达式 

1 Ck sin( n + +) f 

S n ( x ) = — /U + f ) --- dt , 

山 2sin4- 


S 0 ( x ) + S x ( x ) 


因此 


= (^ rhvSj ^ 




2sin 




然而 
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g sin (“ 含) 


2 sin 


O cos kt - cos (k 


2( /i + 1 )sin 


4( n + 1 ) si ! 


2 sin 


[1 - cos ( 


2(n + 1) 


） = 2(^hrSj ( 


当 /(^ sl 时， S n ( x ) = l , 代人上式，得 


^ rrJ ： 


从而 


f(x) = 2( n i l)J./ ( 


〜⑴ - /u) = 2u W)Sj f(x +，）-/“)] 


对任给 e >0, 由 / U ) 在 [-7 T ,7 T ] — 致连续，知存在 a >0( 不妨设 5<7 T ), 使得 
只要 h 丨彡5 ,有 

1/(* + t ) -/( x ) | < € 

对 -7 T ，7 C ] —致成立，因此 
I a„(x) -f(x)\ 
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\ _ . 

+ DwJ , 


/(^ + 0 - fix ) \ 


■: L 


e 

+ 1 )7 rJ I i I ^ k 


df = 


为估计 n ， 首先注意到 / u ) 在 （- 00，+ 00) 有界，即可假设 l / U ) 丨彡 A /. 其次， 
很容易证明 


Isinfl 彡冬 M ， 当- 


因而 


由此可得 


1 艽 2 7 T 屯 

. ±\ ^TT7T = T7T , 当 - 叫彡兀， 

sin 2 


< 2m r dt 

矣 2(n + ( sin 丄 ) 


Mit 1 f dt _27 t 

n + l)7rj ,,i^a t 2 ~ (n + 


2 tzM 

+ i)«r 


令 N = 则当 n >/ V 时，有 


< € . 


从而 U„U)-/U)I 彡 I + n <2e 

对一切 x 6[-7 T ,7 T ] 成立，这就结束了定理 14.7 的 证明. 

从定理 14.7 的证明过程不难看出，若 / U ) 以 2 tt 为周期，在 [-7 T ，7 t ] 有界 
可积，且 / U ) 在 以连续 ，则 

^ n ( x 0 )-^ f ( x 0 ) ( fl — CO )• 

请读者把此事实的证明写出来. 
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1 令 sin (“士 

' U + 1) ^ 2 sin ^- 


称为费耶核.在定理 14.7 的证明中已经证明了以下事实 


(1) K n (t) = 


2U + 1) 


多0; 


⑵士 [ K n (t)dt = 1 ; 

(3) 对任意 S >0， K n (t)dt -► 0 ( n — + ® ). 

III 

它们实际上就是当 /( I ) 连续时保证—致收敛到/( X )的条件 


1. 将下列函数展成傅里叶级数，并讨论收 敛性： 

( 1 ) f(x) = ^sin X , >： ^ [- 7T, 7r] ; 

(2)/(:)=卜 2 ， X6 [ 0,7C] \ 

I 1， ^ 7 T ,0). 

2. 由展开式 


= {f ： 


戈= 2公（一 1)"“ (- 7 T < X < It ), 

« * 1 ^ 

(0 用逐项积分法求 X 4 在 （-7 C ，7 T ) 中的傅里叶展 开式； 

(2) 求级数 S 七的和. 

*■ I n «.I n 

3. (1) 在 （- k , k ) 内，求 / U ) = e * 的傅里叶展 开式； 

(2) 求级数 t 7^的和. 
t 1 + n 2 

4 . 设 /( X ) 在 [-7 T ，7 t ] 上逐段可微，且 /(-70=/ U ). fl n , 6„为/*(；0的傅里 
叶系数，<，6；；晕/ ■“） 的导函数 /' u ) 的傅里叶系数， 证明： 

a o =0, a n - nb n9 b’ n = - na n = 

5. 证明： 若三角级数 


^ ( a n cos nx + b„sii 


中的系数 A , 6„满足关系 
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max { | / i 3 a „ | , | n 3 6„ i } ^ A / , 

M 为常数，则上述三角级数收敛，且其和函数具有连续的导函数. 

n 

6.设 T n ( x ) = ^ + ^]( a 4 cos kx + b k s\n kx ) 9 求证： 


7. 设 / U ) 以 2 tt 为周期，在 （0,2 tt ) 上单调递减，且有界，求证： b n ^0 
(n>0). 

8. 设 / U ) 以 2 tt 为周期，在 （0,2:0 上导数厂 U ) 单调上升有界.求证： 
a n ^0( n >0). 

9. 证 明： 若/(幻在 x 。 点满足 a 阶的利普希茨条件，则 /( 幻在 X 。点连续. 
给出一个表明这论断的逆命题不成立的例子. 

10. 设/(幻是以 27 C 为周期的函数，在 [-7 T ,7 T ] 绝对可积，又设 S „ U ) 是 
/ U ) 的傅里叶级数的前 n 项部分和 

n 

S〆*) = + D ( a*cos kx + 6 t sin kx ), 


4ff/(^20 ： /(.-20 Dn(20d<> 

Tt Jo 2 


其中 Z >„ G ) 是狄利克雷核. 

11 . 设 / Um 27 T 为周期，在 （- 00 , 00 ) 连续，它的傅里叶级数在 M 点收 
敛.求证： S n ( x 0 )^ f ( x 0 )( n -* + 00 ). 

12. 设 / U ) 以 2 tt 为周期、连续，其傅里叶系数全为0,则 /“） S 0. 

13•设/( X )以 27 T 为周期，在 [-7 T ，7 T ] 绝对 可积. 又设 * 0 €(-7 T ,7 r ) 满足 

/( x 0 e ) + /( x 0 - 0 

lim ---= L 

|-0争 2 

存在. 证明 lim ( :« o ) = L . 进一步，若/(%)在： Co 点连续，则 lim (7 n ( X 。）= 


f ( x 0 ) 9 其中 < j n ( x ) = — 

/I + 1 t A 
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设函数 /( O 以2/为周期，在[-/，/]黎曼可积，或在 [-/,/] 作为瑕积分 
绝对 可积. 作变换 x = 则 + >=/( 士 t ) 便是以 h 为周期的函数，它有对 



应的傅里叶级数 


任意区间上的傅里叶级数 


其中 



把反变换 £ = 代回去，便得 

fix ) - Y + S ( a n cos + b„sin , (1) 

其中 … 

a„ = jXx)cos^cdx，n = 0,1,2 ,…， (2) 

b n = yj f ( x)sin ^ xdx , n = 1，2,3，.”. (3) 

这就是周期为 2/ 的函数 /( x ) 的傅里叶级数，上两式中由积分表示的 a „, 
也称为 / U ) 的傅里叶系数. 

上面我们将以 2 Z 为周期的函数，通过自变 M 的变换，把它化成以 2 tt 为周 
期的函数来进行 研究. 其实，我们也可以沿用研究周期为 2; r 的函数的傅里叶 
展开的方法，来研究周期为2/的函数的傅里叶 展开. 事实上，可以证明 



在任意长度为2/的区间上是正 交的. 因此前面两节的推理可以类似地用到周 
期为 2 Z 的函数来，从而建立类似的理论. 

如果一个函数，只定义在一有限区间 [ a ,6] 上，它当然不能说是一周期函 
数，那么能否考虑它的傅里叶级数展开？事实上是可以的，只要把函数按周期 
延拓到整个数轴便可，下面我们介绍两种延拓的方法. 

不妨设 / U ) 定义在 [0,/] 上，因为如果/(幻定义在 [ a ,6] 上，考虑 
/(a + 0,则 p 便定义在[0，/]上，其中/= 6 - a . 这时，我们可以考虑两种 
延拓的 方法： 第一种，先把 /( x ) 用偶函数的定义延拓到[-/，/],再把/(幻按 
2 Z 为周期延拓到整个 数轴； 第二种，先把 /( Z ) 按奇函数的定义延拓到 
[-/，/]，再把/(幻按2/为周期，延拓到整个 数轴. 第一种方法称为偶延拓, 
第二种称为奇延拓，下面分别详细介绍它们. 

设 / U ) 定义在 [0,/], 令 
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/⑴， 


/T ( 文） = | 

e 1 /( 一 X )， - l^x^O, 

则厂 u ) 是定义在[- /,/] 的偶函数（见图 
14-11), 然后根据 

F e (x + 2 hi ) = F e ( x ) f k = ± 1, ± 2,--*, . 

便可以把 GU ) 的定义域扩展到整个数轴. r ^ / 
这时便是以 2 Z 为周期的函数.注意， | 

如果 / U ) 在[0，/]是连续的，则在整 A /,(-/.0) 

个数轴上都是连续的.事实上，我们只要 
证明厂 U ) 在：《 = 0与 x = ± /是连续的就 
足够了.显然 

lim F e ( x ) = limf ( x ) =/(0), 


lim F e (x) = lim f(-x) =/(0 ) ， 


F t (x) 




图 14- 


厂（ /-0)= lim/(x)=/(/) = ^(/), 

*—r 

F r (/ + 0)= F r (-/+0)= lim F t (x) 

箧 

lim /( - «) = V\mf(x) =/(/) = F e (l). 


同理 


厂（ - “ 0)= 尸“ -/) = F〆 -/ - 0) • 

下面把的傅里叶级数写 出来. 由于厂 U ) 是偶函数，故其傅里叶级 
数只有余弦项，这就是 


Feix) - y + 2 a n cos 


其中 




= 0 , 1 , 2 ,-. 


a n = ~7"[ ( 无 ) cos 太 =-y F t (x)cos ^yxdx 

=yJ Q /( x)cos ^xdx , n = 0,1,2,-**. 

如果 /( 幻在 [0，/] 逐段可微，那么上述展开化为等式 

F t (x) = ^ + y] Q„cos 吁 x. 

( 注意在厂 U ) 的不连续点*0,上式应理解为 FAx 0 ) = -- ( - +Q) ^ FgU °~~ Q) ) • 
把它限制在 [0， f ]， 便得 
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/⑴= f 




0矣 


下面讨论奇延拓.设 /(X) 定义在 [0,/] 上，令 

r /、 J f ( x 、， o^x^l, 

Mx) = l -/(-，), -/<,<0， 

则 Fa ( x ) 是定义在（-〖，1)上的奇函数（图 14-12). 然后根据 
F 0 (x + 2 kl ) - F 0 ( x ) , A :=± l ,±2, …， y 

便可把的定义域扩展到整个数轴.这 
时便是以 2 Z 为周期的函数.注意，和 
偶延拓不同的是，如果/(幻在 [0,/] 是连续 
的，则并不一定在整个数轴连续，它— 

可能在 x =0, ±/，±2/， ±3 f , …出现间断. 

事实上， 

lim F 0 ( x ) = lim /( x ) =/(0)， 


Foix) 




而 lim F a ( x ) = lim [-/ (- x )] = -/(0). 


图 14- 12 


因此，当且仅当 /(0)=0 时，奇延拓才保存了心 U ) 在 x =0 处的连续性 

F o (0 + 0)= F o (0-0)=/(0)=0. 

类似地， 


F a ( / -0) = lim F 0 ( x ) = \ imf ( x ) =/(/), 

F o (/+0)= lim F 0 ( x ) = lim [ -/( - x )] = -/(/). 

S'* • l* «-•-/♦ 

因此，只有当 / U )= o 时，才保存了厂（：0在 ％ = f 的连 续性： 

^(/-0) = f o (Z + 0)=/(/)=0. 

同样的结论适用于 x = ± kl 的其 他点. 

由于 F / x ) 是奇函数，故的傅里叶级数只有正弦项，这就是 


^ o (^) - S fc^sin 斤 X ， 

M- I 1 

其中 b n : y | ^ 0 ( a:)sin = y ^ F 0 ( x)sin ^xdx 

= *yj f ( x)sin 吁 xdx ， n = 1,2, ••- . 

如果 /(：0 在 [ o , z ] 逐段可微，那么上述展开化成等式 

F 0 ( x ) = b „ s\n 吁 x . 

a- 1 1 

但这里值得指出的是，上式在 ^( x ) 的不连续点 X Q , 应理解为厂。（^)= 
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尸 0 (尤 o + 0) + 厂。（太 o _ 0) 


. 特别地，在^= : t WU=0,1，2, …），上式应理解为 


F o (± kl )= 0 . 把上式限制在 [0,f ], 便有 

/(«) = 2 b n sin ~ 


0 


(类似地，在/(幻的不连续点，应用 


/(%+0)- f /( x - 


代替 /U). 


例1将函数 / U ) = t f 在 [0 按余弦展开. 
解根据偶延拓计算傅里叶系数 


fI ； (T-T) d —f 

ilo(4 -y ) co8 ^ 


2 


一 ！) cos nx I 


因此 


这和 §2 中例 6 的结果相同. 
例 2 将函数 /U) = # 


在 [0, tt ] 按正弦展开. 


解 根据奇延拓计算傅里叶系数 

K = llo /( * )sin ^ = llo( i - ¥) sin ^ 

= ¥)(- Y) I: + ^lo ( * - ^ )<：08 ^ 

=^ 2 ^ + ~ n ^ sin 似 |。 _ sin 

= (^ + ! l co _p 。… 

2n n \ io 

=+ 4-(( - l) n - 1)， n = 1,2,-. 


- D n 

2n 



因此 




任意区间上的傅里叶级数 


1. 将下列函数在指定区间上展开为傅里叶级数，并讨论其收 敛性： 
(1) 设 / U ) 以2 /为 周期，在区间 （0,2/) 展开 




(2) 设/( X )以 7 T 为周期， f { x ) - XCOS X 9 ( - ； 

(3) 设 / U ) 以 / 为周期， f ( x )^ x 9 (0,/); 

r x 9 

(4) 设 / U ) 以 3 为周期， /( x )= 1, l < x <2, 

^3 - x , 2^x^3. 

2. 求下列周期函数的傅里叶 级数： 

(1) fix) s |c06 *| 5 

⑵ /( X ) = X - [ X ]. 

3. 把下列函数在指定区间上展开为余弦 级数： 

(1) /( x ) = sin x , O ^ x ^ n ; 

、 f 1 - 太，0< 文彡2, 




<4. 


4. 把下列函数在指定区间上展开为正弦 级数： 

(1) /( X ) = cos Y , O^X^K ； 

(2) f ( x ) = x 2 9 0^ x ^2. 

5. 把函数 /( x ) = ( x - l ) 2 在 (0,1) 上展开成余弦级数，并推出 

# = 6(1 + 泰 + 泰 

6•将函数/(幻分别作奇延拓和偶延拓后，求函数的傅里叶级数，其中 


fix ) = 


7. 应当如何把给定在区间 ) 的可积函数延拓到区间 （-7 T ,7 T ) 内，使得 
它在 （-7 T ,7 t ) 中对应的傅里叶级 数为： 
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(1) f(x) - 2 a 2n _iCOs(2fi - l)x; 

n x 1 
« 

(2) /(*) 〜 y] 6 2n . l sin(2n - \) x. 


§4傅里叶级数的平均收敛性 

在前面我们讨论了一个以27：为周期的函数 /( o 何时能展开成它的傅里叶 
级数的问题，也就是说， /( 幻对应地有 


何时下面的等式 


^ + 2 ( a nCOS 


S ( a , 


6.si 


成立？这里的等式成立，是指部分和 


当 n 


S n (x) = -y + ( a 4 cos kx ♦ 6*sin kx) 

L kml 

当①时收敛到 /(：0(或 ’ ( 3+ ⑴】’ U _ ⑴ ) • 所谓收敛，到现在为止，我 

们讲了两种.一种称为逐点收敛，即 AU ) 在 [-7 T ,7 r ] 的每一点都收敛到/( X )， 
其含意是说，任给 * e [-7 T ,7 T ], 任给£>0, 存在 N ， 当^1>〜时，有 

I S n (x) -f(x) I < 6 . 

另一种称为一致收敛， BUS „ U ) 在 [- LTT ]- 致收敛到 / U ), 其含义是说，任 
给 e >0, 存在 yv (与 X 无关），只要 n >； V , 有 

• 义 ( 太 ） - fix) I < e 

成立. 这两种收敛的意思是不相 同的. 因此为了保证它们成立，所加的条件也 
是不 同的. 当然，后者要比前者强得多.在本节我们引进一种新的收敛意义， 
它其实是更适合于研究傅里叶级数展开的，并且也更接近于近代数学的观点. 

这里涉及的问题是，一个在 [-7 T ,7 T ] 上定义的函数 /( X ), 如何用一串函数 
序列「去逼近它，使得逼近的误差收敛 于零. 逐点收敛的意思是说，对 
每一点逐点逼近的误差都收敛 于零. 一致收敛的意思是说，逼 
近的误差一致趋向于0,或等价于，用\(：0与/( X )的差的绝对值的“最 
大值” 

sup^ | S n (x) - fix) I 

来衡量对 /( X ) 的逼近程度，在这种逼近意义下的误差趋向于零.由此可 
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见，不同的收敛意义，其实都来源于对逼近程度的不同定义. 

一个数 a ， 我们用另一个数 a 去逼近它，其逼近程度自然用 a 与^之差的 
绝对值 U - 糾去衡量.如果三维空间的一个向量 fl = ( ai , a 2 , a 3 ), 我们用另 
一个向量 a = ( ai , a 2 ， a 3 ) 去逼近它，如何去刻画逼近的程度？这时刻画就可以 
有很多种了.例如可以用各分量的最大误差 

pi = supj a f - Q t I 
来刻画，也可以用各分 tt 的差之 

3 

P 2 = S I ^ - a, I 

im I 

来刻画，还可以用均方误差 



来 刻画. 而最后这种刻画，说的实际上就是三维空间中，这两个向与 a 
的 距离. 由于函数是定义在一个区间上（例如 [-7 T ，7 T ]) 的，对应的函数值有无 
穷多，因此，这种均方误差便应该是通过积分来给 出的： 

. 丄 

P = (^} ^ I -/(X)| 2 dx) T . 

故本节要研究的问题是，在什么条件下，有 

lim | 胃 |/“) - S„(x) | 2 dx) 2 = 0 (1) 

成立？其中 / U ) 是以 2 k 为周期的函数，而 S „ U ) 是它的傅里叶级数部分和. 
如果 （1) 式成立，则说 / U ) 的傅里叶级数平均收敛到它自己. 

为了解决这个问题，我们需要对 /( O 作些新的假设. 

设 /( 幻是以 2 tt 为周期的 函数. 进一步，假设 /( x ) 在 [- ltt ] 黎曼可积, 
或作为瑕积分在 [-7 T ，7 t ], 它的平方可积，即无论在哪种情况，都有 

I \ f ( x ) \ 2 dx 

存在，这时，我们统称 / U ) 在 [-7 T ，7 r ] 平方可积.利用不等式 

便可断言，若 / U ) 在 [-7 T ,7 T ] 平方可积，则 / U ) 在 [-7 r ，7 T ] 绝对可积.因此， 
如果 /( 幻以 27 T 为周期，且在 [-7 T ,7 T ] 平方可积，则它有傅里叶级数 

fix ) - + ^ ( a n cos nx + b„sin nx ). 

这样， （1) 中的积分便是有意义的 
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为了回答 （1) 中等式是否成立这个问题，我们需要平方可积函数的下述两 
条性质. 

性质1 若 / U ), & U ) 在 [- LIT ] 平方可积，则 / U ) gU ) 在 [-7 T , TT ] 可 
积，且 

| | f(x)g(x)6x | ^ | \f(x)g(x)\dx 

^ ( J |/“) | 2 dx) 2 (J I g(x) \ 2 d%Y • 

最后这个不等式称为柯西不等式. 

证明第一个不等式成立是显然的，故只要证明第二个不等式.根据黎曼 
积分的性质以及不等式 

i /(^) g (») U -^- (a:)|2 ^ lgU)|2 , 

便知 / U ) gU ) 在 [- LTT ] 绝对可积.考虑 A 的函数 
必 ( A ) = J [A \f(x) | + \ g(x) \ ] 2 dx 

=久 2 [ \f\ 2 dx + 2 A [ \fg\dx + \ g\ 2 dx. 

由 4( A ) 多 0, 等式右边恒非负，因此，用二次函数的判别式便得 

(2 jj / g | d *) 2 .4{ j /| 2 d ^ J g Pd ^0, 

移项便得到我们所要求的不等式. 

性质2 若 f(x )， 客 U ) 在 [- ir , it ] 平方可积,则 / U ) + g (*) 在 [ u ] 平 
方可积，且 

+ g (x)\ 2 d X y 

^ ({ ^1/(*) l 2 dxj^ + (j I g(x) | 2 d*j 

证明事实上，利用性质 1, 有 

J ^(/ + g) 2 ^x = J \f\ 2 dx + 2| fgdx + j \ g\ 2 dx 

= [({j/i 2 d *) 2 + (jjgi^d*) 1 ] 2 , 

这就是所要证明的不等式. 
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现在考虑三角函数系 


2 % , sin 2 x 9 


它的前 2 n + l 个函数的线性组合 


2 ( a *cos kx + sin kx ) , 


称为 n 阶三角多项式，其中 a 。， a 4 ， /? 〆 A : = 1，2,…， ; i ) 是常数. 

设/(幻是以 27 T 为周期的函数，在 [-7 T ，7 T ] 平方可积.我们研究用三角多 
项式来逼近（近似)/(幻.衡量逼近程度的是前面引人的均方误差 


4 = (^1 - '(*) iMx) 2 • 


固定 n , 当 ao, a4 ,ftU = l ，2, …， n ) 改变时，4也随之改变.一个有意义的问 
题是，当以 ， AU = 1,2, …，取什么值时，使得4取最小值？ 

利用三角函数系的正交性，可以求出4的表 达式： 


^[{j/(x)| 2 dx- 2 f /(*) 

fj T n (x)\ 2 dx] 

i 2 d *- 

/(*) [ y + 2 ( fl * cos ^ 


) j d * 


^ + ^ (flicos kx + p k s\n kx) dx 

=J/(*)l 2 d« - ^y 2 - + p k b k ) 


7 + y 石 (a 2 * + 〆 *)， 

其中 a 。， a 4 ，6 *U = 1,2, …， n ) 是函数 / U ) 的傅里叶 系数: 


bk = 


在上述的表达式中进行配方，得 


= f(x)cos kxdx 9 k = 0 , 1 , 2 , …, 
=/(%)sin kxAx^ k = 1 , 2 ,•••. 


ilj /U)|2d 
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a 0 a 0 + -j 


- 2 yj (a k a k + ^ k b k ) + ^(a 2 k + /?*)] 

“I “I 1 


= ^} j /(*) i ^ + 

±|(?.or.qo) 2 + g [(at _ at)2 + (6t _ A)2] _ 

^ - y 2( a * + 

由此看出，对固定的当 

Qk = cn » k =0， l ,2，".， fi ， 

ft = 6* ， A ： = 1 ， 2，...，fi 

时，即 r „ 取函数 /( x ) 傅里叶级数的 n 阶部分和 S „ U ) 时，最小.这样，我 
们证明了下面的定理. 

定理 14.8 若 / U ) 是以 2; r 为周期，在 [-7 r ，7 T ] 平方可积的函数，则在所 
有 n 阶三角多项式 LU ) 中，当取 /( x ) 的傅里叶级数的 n 阶部分和 
S „ U ) 时， / U ) 与 7；(. t ) 的均方误差最小，即 

1/( 太） - S n (x) \ 2 dx = mind 2 ” (2) 

Z 7 TJ •買 {，•} 

= - r » ( * )|2dx ， 

其中最小值是对所有 〃 阶三角多项式取的，而 

m 

S n ( x ) =夸 + ^ (^*cos kx + b k s\n kx ) 

1 kmi 

是 /( O 的傅里叶级数的 fl 阶部分和，并且 

J / U ) - S „ u ) | 2 dx (3) 

= i 2dx - 宁 + 士 + • 

进一步，我们还有 

定理 14.9( 贝塞尔 （ Bessel ,1784—1846) 不等式）设 / U ) 以 2 tt 为周期，在 
[- L 7 T ] 平方可积，则/(幻的傅里叶系数以， b k 满足 

y + S ( a 2 * + M ) 矣士 J Jf ( x )\ 2 dx . (4) 

证明注意到定理 14.8 中 （3) 式的左方永远是非负的，便知对任意 a ，有 

J /“) 1 2(1 文 - [^ + + M ) 卜。， 
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即 y + |/ U ) I 2 ^. (5) 

^ k.l 兀 J -IT 

由于不等式的右边是与 n 无关的数，这说明 （4) 中左边的正项无穷级数的部分 
和有界，因而收敛.在 (5) 中令 * 取极限，便得 (4) 式，定理 14.9 证完. 
现在我们可以来回答本节开头提出的问 题了： 在什么条件下，有 

lim | \ f ( x ) - S n ( a :) | 2 d % j 1 = 0 

成立？事实上，根据定理 14.8, 假如我们能够证明，任给 e >0, 存在三角多 
项式 r m u ), 使得 


(^} ^!/(^) - T m (x)\ 2 6 x y < £, ( 6 ) 

则便有 

(61 l 2 d:) 2 < e, 

而且由于 m 变大时，不等式左边的值是变小的（这可以从 （2) 式看出，也可以从 
(3) 式看出），因此当 n > m 时，便有 


^ !/(«*) - S n ( x)\ 2 dx 
^ 1/( 太）- S m (^) \ 2 dx < e . 

而是否存在 r m “）使 (6) 式成立，当 / U ) 是连续时，可由定理 14.7 ( 费耶定理) 
推出. 而在 /(X) 平方可积时，可以通过连续函数来平均逼近，这就是我们解 
决问题的 线索. 下面把它们逐步严格地写出来. 

引理1设/(幻在区间 U , 6] 上黎曼可积，则对任给£>0,存在 U ,6] 上 
的连续函数 gU ), 使得 

I 。 1/( 太）-茗（怎 ） < e ， 


且 g ( a )=/( a )， g ( b ) =/( 6). 

证明任给 e >0, 已知存在 [ a ,6] 的 分划： 

a - Xq< x x < — < x n - b , 

使得 2( 対 .- m^Axi < 

其中 

Mi = sup f { x ) y m , = inf f ( x ) 9 
M = 知= Wi . 



构造折线性函数 


第十四章傅里叶级数 


- U - Xi . x ) + /( Xi . X ) 

x i -太 i - 1 

欠 i -1 彡*彡*,， i = 1,2,…， n . 



图 14- 13 

则显然 gU ) 在 u ,6] 连续，且 g u )=/ u ), g ( b )= f ( b ), 

\ b \ f ( x ) - g ( x)\ 2 dx = Sp \ f ( x ) - g ( x)\ 2 dx 

羯 一羯 

(Mi - miYAxi ^ 2M Y] ( - m,) Ax ( < € , 

i • I i m I 

引理 1 证完. 

定理 14.10 设 / U ) 以 2 ir 为周期，在 [-; r ，7 r ] 平方可积，则对任给 e > 0, 
存在三角多项式 r ( x ), 使得 

( 4 Tj /( *) - r( * )|2d *) 2 < e - 

证明 （ i ) 先设 / U ) 在 [- K ,7 T ] 黎曼可积，且 / U )=/(-7 T ), 由引理1知 
对任给的6>0,存在 [-7 T ，7 T ] 上的连续函数 gU ), 满足 g U ) = g (-7 T ), 且 

(^ Ij /U) -^ (a:)|2d *) 2 < i - 

由定理 14.7( 费耶定理），知有 g ( x ) 的傅里叶级数部分和的算术平均 
使得 

丨 g ( x ) - a m ( x ) \ < y 
对[- 7 T ,7 T ] 同时成立.因此 

(占 j r 客“〉 -〜(:) I 2 。:) 2 < f , 






从而根据性质 2, 有 
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(h\ K j fix) - aJx)l2dx Y 

-心)叫 2 + (忐 - 〜 (*)叫 


< y + y = 6 * 

而显然 < r m U ) 是 一 m 阶三角多项式，这就是定理所要证明的. 

( ii ) 设/( X )无界，不妨假设 /( Z ) 在 [- It ,71] 只有一个瑕点 7 C . 这时，由于 
/ U ) 在 [-7 T , IT ] 平方可积，则任给 e >0, 存在 7 >0,使 

(^ r ,.^ ( * )|2d *) 2 < t - 

令 


f\(x) = 

= 


f(x )， 

0, 

0, 

f(x ) 9 


当 [- 7 T ,7 r - rj ], 

当 ( k - 7, tt ], 

当 [- n，n - rj ) ， 

当 [ tt - 7,兀], 


则 f ( x )= MxUMx ), 

且乂。）在 [- K ,7 T ] 黎曼可积，由 （ i ) 知存在三角多项式 r m U ), 使 


(^ lj /,u) - 叫 2 


因此 

=(^{ J/i(^) + fi(x) - T m (x)\ 2 dx^ 2 


^(4 fj / * ( * ) - r - ( * )|2<, *) 2 + (4 L |/2 ⑴ 1 叫 2 
+ (^ 1].,^ ( * )|7<1 *) 2 < i + i = £ - 

定理 14.10 证完. 

定理 14.11 若 / U ) 是以 27 T 为周期，在 [-7 r ,7 T ] 平方可积的函数，则 / U ) 
的傅里叶级数的部分和 SJO 在 [-7 T ,7 C ] 平均收敛到/(幻，即 
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lim (点 J 1/(*) - S „( x ) \ 2 dx ^ = 0. 

证明根据定理14.10,任给 e >0, 存在 m 阶三角多项式 T m U ), 使得 

(H 胃 1/(龙〉 - T m (x)\ 2 dxY < e. 

由定理 14.8 知，只要 n > m ，有 

«(^ lj /(5t) - s " u)12d *) 2 

《(古 J ^1/(*) - T m ( x ) | 2 dxj ^ < € , 

定理 14.11 证完. 

定理 14.11 回答了本节开始提出的问越，答 案为： 只要 /( x ) 以 2 tt 为周期， 
在 [- ir ， ir ] 平方可积，则其傅里叶级数部分和 Sjx ) 便平均收敛到 /(*). f ( x ) 
在 [- K ,7 T ] 平方可积，这已经是最弱的条件了，因此，这个答案已经是很完美 
的了. 

推论1 ( 帕塞瓦尔 （ Pase Va l ,1755—1836) 等式）若 /U ) 以 2 tt 为周期，在 
[ _ 7 t ，7 T ] 平方可积，则 

^ + Jf ( x )\ 2 dx . 

证明在定理 14.8 的 (3) 式中，令 n — oo 取极限，由定理 14.11 知左边的 
极限为零，便得推论所需要的结论. 

习 题 

1•若 / U ), gU ) 以 27 T 为周期，在 [-7 T ,7 T ] 平方可积， 
f ( x ) - -y + 2 ( a„cos nx + b n sin nx ) 9 

g ( x ) - ^ + ^]( a n cos nx -f /?„sin nx ), 

A ■ I 

则 

士 ⑴《⑴心 =+ S( a A + 
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.设 / U ) 在[0,〖]上平方可积， 求证： 

~7 = yao + S a 2 nf 

1 J o Z ..I 

a n = U/“)COS 





第十五章多元函数的极限与连续性 


到目前为止，我们所讨论的函数都是只有一个自变量的一元函数.它所能 
描述的只是客观现实中很少的一部分事物的变化规律，而更多的情形需要我们 
考虑多因素影响下事物的变化规律.例如，矩形的面积依赖于两 个#： 长和 
宽； 长方体的体积则依赖于三个量：长、宽 和高； 而空间每一点温度的变化不 
仅依赖于每一点的位置（: r , y , z ), 而且还随时间 t 的变化而变化，这时它依赖 
于四个变量.为此，这一章我们将把一元函数的概念推广到多个自变董的情 
形，这就是多元函数.从本章起，我们主要研究多元函数的微积分学. 

和一元函数一样，极限与连续性是研究多元函数微积分的基础.因此，我 
们从讲述多元函数的极限与连续性开始，这就是本章的主要内容. 

自变量由一个变成多个，一方面，多个要以一个为前提.因此，前面学过 
的一元函数的极限、连续性与微积分，对以后的学习是必不可少的.读者以后 
将会不断遇到要用一元结果，或用一元方法的 情形. 另一方面，由单个（自变 
量）到多个（自变《)，也必然有本质的变化.本质变化之一是，一个自变*作 
为直线上的点是有（大小)顺序的，而多个自变 ft , 例如二个自变量，作为平面 
上的点是没有（大小）顺序的.本质变化之二是，对直线上固定 
的一点，其他点趋向于它只有左右两个方向，十分简单，而平 
面上则有无穷多个方向（图 15-1). 因此，掌握从一元到多元 
的差异，应该是今后学习中需特别注意的地方.总之，在一元 
的基础上抓多元，看它们间的异同，是学习以后内容的基本 
精神. 

从一元到二元，是需要许多新思想的，但从二元再到多于二元 （ n 元），新 
的思想就不多了，.只是形式和计算上会复杂得多.因此，本书后面许多地方只 
讲二元或三元， n 元的结果需要读者自己写出来. 

§ 1平面点集 

对一元函数的研究是以实数（即直线上的点）理论为基础的，相应地，对于 
二元函数，我们需要先研究平面点集. 

在平面直角坐标系中，平面上的一个点 p 可以用有序实数对 U , y ) 表示, 
X ，： K 分别是厂点的横坐标和纵 坐标； 反之，任一有序实数对 U ， y ) 也对应于 
平面上的一个点 P . 因此今后我们对有序实数对和平面上的点 P 不加区别. 
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平面上两点 Pi Uhh ) 和/> 2 ( h ,; y 2 ) 之间的距离为 

r(P i9 P 2 ) = yj (^1 - x 2 ) 2 + (ri - yi) 1 y 

它满足下列 性质： 

(1) r ( P ,, P 2 )^0 ; 

(2) r ( P ^ ，/ > 2 )=0 当且仅当 P , = P 2 ; 

(3) 三角不等式 

r ( P i 9 P 2 )^ r ( P l 9 P z )^ r ( P ^ P 2 ). 

这些都是解析几何中已知的基本事实. 

平面上的点集可以用集合表示为 

满足某性质 I . 

例如，二维平面 R 2 的第一象限可表示为 

A = \( x 9 y )\ x > 0 9 y > 0 \ 9 

而二维平面 R 2 则可表示为 

R 2 = \( x 9 y )\ - ^ < x 9 y < + » I . 

又如平面上以 ^( xo ,%) 点为中心以 5( >0) 为半径的圆内所有的点可以表 

示为 

\( x , y ) | (x - x 0 ) 2 + (r - y 0 ) 2 < S 2 \ = I P \ r ( P Q , P ) < d \ , 

称为点的占圆邻域，或简称圆邻域，记为(图 15-2) .而 

点集 

1(*.r) 1 1 * - | < ^ • | r - ro | < s\ 

则称为点 / Vxo ，；^) 的5方邻域，或简称为方邻域，记为尺（/> 0 ,5)(图 15-3). 
它们是直线上常遇到的以外为中心以25为长度的幵区间 

(太 0 -5,太 o + 5)= U | \ x - x 0 \ < S \ 



到平面的对应物.对应物有两种，这便开始体现了二元的复杂性.但幸好，每 
个的 S 圆邻域都包含在 S 方邻域中，而每个 S 方邻域又包含在乃 S 圆邻域 
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中，即 

O(P 09 d)dK(P 0t S)cO(P 09 ^28). 

也就是说，任意一个点的方邻域必包含一个点的圆邻域，反之亦然（见 
图 15-4) .因此常常不加区别地把圆邻域和方邻域统 
称为 P Q 的邻域.集合 

O(P 0i d) \ | P 0 I = l (*, y )|0<(* - x o y + (y - yof <^1. 

K(P 0f S) \ I P 0 t 

= \( x 9 y )\ I * - I <5，| y - y 0 | < ， y )# U 0 ， y 0 )| 

分别称为点 P Q 的空心圆邻域和空心方邻域，并分别记 
为 (T(P 0 ，S) 和 !T(P 0 ，Sh 

值得指出的是不可表示为0< 

|%-外| <5, o < Ir-yol <s. 读者试想想，这是 图 15-4 

为什么. 

设£是平面上的点集，下面利用邻域来给出平面上任一点 P Q 与点集£:的 
关系（见图 15-5). 

(1) 内点：称^是£的内点，如果存 
在点/^的 (5 邻域完全含于五内.即 

3 占 >0, 使 0(P 09 8)cE . 

(2) 外点： 称/\>是£:的外点，如果存 
在点 Po 的5邻域，其中不含£的点.即 

35>0,使 0(/ V 5) rU =0. 

(3) 边 界点： 称是£的边界点， 

如果 P Q 点的任意 S 邻域中都既有£的点， 

又有非£的点，即 

)/8>O 9 O(P O9 S)C\E^0 
且 O(P 09 S) \ £^0. 

(4) 聚点： 称户0是£的聚点，如果 Po 点的任意5空心邻域中都有£的 
点.即 

^S>O 9 O 9 (P Of S)r\E^0. 

显然， P 0 点是£的内点、外点或边界点三者必居 其一. £的内点必属于 
E， E 的外点必不属于£；,而£的边界点和聚点可能属于£,也可能不属于 £：. 
疋的内点是£:的聚点，外点不是£的聚点，边界点可能是£的聚点，也可能 
不是£的聚点. 

例1给定集合 £= l ( x ， y ) U 2 + y 2 矣1|,则£的内点构成的集合为 IU , 






r ) U 2 + y 2 < ll ; E 的外点构成的集合为！ U , y ) u 2 + y 2 >lh £的边界点构 
成的集合为 l ( x ,； r ) U 2 + y 2 = l | ; £的聚点全体就是£. 

例2 设£=|(%,7)|0<:<1，0<7<1,：«、：^都是有理数|.则£的内点 
集为空集0,即£没有 内点； £的边界点集为 l ( h ： r)IO 矣％ 矣 1,0 彡 y 彡 1丨 •芯 
的所有边界点都是£的 聚点； 所有非边界点是£的外点. 

下面是几种重要的平面点集. 

(1) 开集称平面点集£是开集，如果尺的所有点都是内点. 

(2) 闭集称平面点集£是闭集，如果£的所有 
聚点（如果有的话）都属于 

(3〉连通集称 E 是连通集，如果£:中的任何两 
点都也用完全含于 E 的由有限条直线段组成的折线连 
接起来（见图 15-6). 

(4) 区域连通的开集称为开区域，或简称区域. 

(5) 闭区域区域连同它的边界点所成的集合称 
为闭区域. 

例如，邻域 0(^,5), 尺 （/ V <5) 是开集，也是区 
域.集合 

l (** y ) l ( x - x 0 ) 2 + (y - y 0 ) 2 系 5 l , 

1(*.r)I |«-*o|<5»ly-ro|^<5l 
都是闭集也是闭区域，其中 5>0. 

例2中给出的集合 S 既非开集也非闭集.二维平面 R 2 则既是区域又是闭 
区域，这是平面点集中除空集外唯一是开集又是闭集的集合.邻域和空心邻域 
是开集也是区域. 

注意： 区域总是开集，闭区域总是闭集.但反之未必.例如圆周 

IU , y ) l * 2 + y 2 = R 2 | 

是闭集，但不是闭区域，因为它没有内点，因而不是由某个开集及其边界构成 
的（图 15-7). 又如 

\( x 9 y ) Ur >0| 

是开集，但不是区域，因为它不连通（图 15-8). 

回忆一元函数极限与连续的理论，开区间与闭区间的概念是十分重要的. 
现在我们看到，区域是直线上开区间在平面的对应物，有界闭区域是直线上闭 
区间在平面的对应物.把区域、闭区域的多样性与直线的开区间、闭区间相比 
较，可看到多元问题的确较一元问题复杂得多. 

下面给出平面点列的极限概念. 
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— 

胃 ^ r 

图 15-8 

定义 1 S .1 设1'|是平面上的点列，其中 ' = (^,)0. 又^ = U Q , yo ) 
是平面上的 一点. 若对任给的正数 e ， 存在正整数 yv , 当抒>5时，有 

Pn » Po) = \/(*n - X 0 ) 2 -f ( y „ - y 0 ) 2 < e » ⑴ 

则称点列 | P „ I 收敛到点 P Q ， 或称点列|/%1当 n 趋于无穷时的极限为 P 。， 记为 

lim /^ = Po 或 P n ~^ P 0 ( n -*- oo ). 

(1) 式描述的是两点 P „ 和 P c 之间的距离小于 e , 这种描述是实数极限 
、= a 的定义中 < e 的直接 推广. 如果用邻域来描述，则 (1) 式等价于 

p n eo ( p 0 ^). 

因此平面上点列 l /> n l 收敛到 P 0 的几何意义 是：对 P D 的任意邻域 O ( P 0 , e ), 
至多有点列的有限项/ V …，心不在邻域 0( P Q , e ) 内，其余的全部落在 / >o 
的邻域 0( P Q ， e ) 内. 

不难证明下列各式是等价的，清读者写出它们 ^ 

的证明. 

( i ) lim P n = P 0 ; 

#1— • 

( ii ) lim r ( P n 9 P 0 ) =0; 

( iii ) lim x n = x Q9 lim r n = r 0 . 

II - •鬌 颺- ♦ ■ 

注意到 （ ii > 和 （ Hi ) 就是实数列的极限，因此上述 
等价性使得我们可以方便地应用实数的极限理论. 

例如由实数列极限的唯一性立即可知平面点列的极 
限若存在则是唯一的. 

例3 设= { 士 ， sin 士}，尸。=(0, 0 )，则化尸 • =尸❶ • 

设 Pa = {( 1 + 士 ）， cos 士 } , P 。 = ( e ， l ) ，则 ’ P n : Pq • 








实数的连续性、完备性和有界闭集的紧致性（前面我们只讲过闭区间） 
是一元函数微积分的基础.连续性涉及实数的顺序，这里不多讲了.下面 
我们将完备性和紧致性推广到二维情形，它们同样是二元函数微积分的 
基础. 

定理 1 S .1 (柯西收敛原理）平面点列 | P „| 收敛的充分必要条 件是： 对任 
给的正数存在正整数 yv , 当 n , m >； V 时，有 

r ( P nt P m )<e . (2) 

证明必 要性. 设平面点列 | P „ I 收敛于 Po , 由极限定义知，对任给的 e >0, 
存在当 n >； V 时有 

r(PnfPo) < y. 

于是由距离的三角不等式，当 n , m >； V 时有 

r(P n *^m)^r(P m 9 P 0 ) + r(P 09 P m ) < "f - + "|" = € - 

充 分性. 设/\(%,；^)满足已知条件，即对任给的 e >0, 存在/ V ,当 n , 
m > yv 时，有 



从而有 |%-、|<€, I 7 n - rm I < € . 

由数列极限的柯西收敛原理知，数列和 | y „| 都收敛，设分别收敛到4,;^: 

* o ， y »»— yo •因此/%(*«•， y *)— 戶 o (* o , 00 >，故平面点列 I P n l 收敛. 
定理 15.1 证完. 

对比第九章§3数列的柯西收敛原理的证明，我们看到，这里必要性的证 
明，用的是数列情形的证明方法，而充分性的证明则用的是数列情形的结果. 
定义 1 S .2 称平面点列为有界的，如果存在正数 Af , 使 

r(P n ,0)^M . 

容易看出，点列 l /\ U „，； rJI 有界，当且仅当数列 UJ , 均 有界. 

定理 is.2( 波尔察诺-魏尔斯特拉斯致密性定理）若点列！/>„!有界，则 
IPJ 必有收敛子列. 

证明相继地用两次实数列的致密性 定理. 已知点列！有界， P n ^( x n9 
y n ). 这时实数列 U n l 和有界.因此 UJ 有收敛子列 U ' l , 

°°).由相应的实数列1^ 4 1有界，知它有收敛子列1^1,即 00), 而 
对应的 I 是 1'1 的子列，因此' （/—»)• 于是/\ ) 构成的平 

面点列!是 IPJ 的子列，它有极限/>0(*0，介)，定理 15.2 证完 .* 1 

定理 15.2 的证明，用的是一元的结果. 
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定理 15.3( 矩形套定理）设 Z ) n = |(:,>0丨(1„：^(6„，(：^7彡4|是平面 
上的闭矩形序列（图 15-10), 满足 

1 。 a, ^ a„♦ | ^ 6.* 1 ^ 6„ . c„ ^ c„♦ 1 ^ ^ 1 ^ , a s 1,2, ••• 5 
2° b n - a n -*-0 (n—<»), d n - c n -**0 (n—®). 

则存在唯一的 一点/ >0( X 0,%)， 使得 P 0 € 

f ] D n9 BP 

n - 1 

a n 彡 x 0 d c n ^y 0 ^d n9 n = l ， 2，".. 

证明只要对区间套 t [ A ,/ Ul 和 l [ q,<]l 
分别用区间套定理即可. 

最后我们用矩形套定理来证明平面上的 
有限覆盖定理.先给出覆盖的定义. 

定义 15.3 设 f 是由开集构成的集族. 

称？是集合£的一个覆盖，如果对任意点 P ^ E , 存在开集使 P € C , 

即左 C \ J G - 

cec 

定理 15.4( 博雷尔有限覆盖定理）设£是平面上的有界闭集，（是£的 

一个覆盖，则？中存在有限个开集 G lf G 2 , …， Gn ,使 EcCJG . 

定理 15.4 说的是有界闭集£的任何覆盖，必存在有限子覆盖.定理的证 
明很难用一元的结果，只好用一元的方法. 

定理 1 S .4 的证明 用反 证法. 已知£:是平面上的有界闭集，因此存在闭 

矩形 

D = \ (x 9 y)\a^x^b 9 c^y^d\, 

使£含于设£不能被 f 中有限个开集所覆盖.用 Z ) 的对边中点的连线 

a + 6 c + d 

% = 了，”丁 

把矩形0分成四个相等的闭矩形，则其中至少有一个闭矩形，它包含£:的部 
分不能被 C 中有限个开集所覆盖，记这个闭矩形为 

= l(x,y) I ai^x^bi ， ci^y^di \. 

再用 Di 对边中点的连线把矩形分成四个相等的闭矩形，其中至少有一个 
闭矩形，它包含£的部分不能被 C 中有限个开集所覆盖，记这个闭矩形为 D 2 . 
如此继续下去，得闭矩形序列 iD n |， 满足 
1。 D Z> n + 1 • n = 1,2, — ； 

2°矩形的边长分别为 a ，<- c n ， 且 


X 


b 2 b, 


图 15- 10 
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〜 -a„ = 与 0, d n - c n = ^r~*° (n-^oo )； 

3° AH £： 不能被 S 中有限个开集所覆盖. 

由矩形套定理，存在唯一的点 PoUo ,;^) 使得 / > 0 e h 仏，又因为 Z ^ fl 芯# 

麟 》I 

0 ， 贝 0 存在 D n C\ E,B^ 

a n $x n < b n ， c n ^y n ^d n9 n = l ，2, …， 

而且 lim a n = lim b n = xo, lim c n = lim d n = y 0 * 

颶•♦⑽ • 麟一 • 

故 lim x n = xq 9 lim y n = Xo- 

I •一 H - ♦霣 

由于£是闭集，故/>。(％，九)€£.根据 f 是 E 的覆盖，则存在 GEC ， 使心€ 
G. 因为 G 是开集，所以存在/ > o 的 *5 邻域 

△ = \(x,y) \ | * - x 0 1 < 5, 1 r- roI < s\ , 

使得 4 cG . 注意到 U n l 和 U „ l 的极限为 外， U „ l 和 UJ 的极限为: To , 从而存 
在 N， 当 n > N 时有 

x 0 - S < a n < b n < x 0 -h S, y 0 - S < c n < d n < y 0 -¥ S f 
所以 /) n CdcG ， 即込 fl £ 被？的一个集 G 所覆盖.这与前面的性质3。矛盾. 
因此（中必有有限个开集覆盖 £：. 定理 15.4 证完. 

回忆第九章§2,知定理 15.4 说明平面上有界闭集是紧致的.注意与直线 
上的有限覆盖定理一样，定理中 E 是有界和闭的条件缺一不可.事实上取 

E = I (x , y ) | x 2 + y 2 < 1 1 , 

则£:是有界的，但非闭.令 

G” = {“ ， y)U 2 + y 2 <(i - 士 ） }• 

显然 f = lG „ U =2,3 r"IS £的覆盖，但不存在£：的有限子覆盖.又如取 

E = l ( x , y ) I x 彡 0, y 彡0|， 

则£是闭集，但无界.取 

G n ^\{x,y)\x 2 ■¥ y 2 <n 2 \. 

• 显然（=1^卜=1，2，"*|是£：的覆盖，但不存在£:的有限子覆盖. 

习 题 

1•设= 是平面点列，心=(%, jo ) 是平面上 的点. 证明 limP „ = 

舄―鵪 

Po 的充要条件是 lim * n = x Q ， 且 lim y n = yo • 

2 .设平面点列 1'! 收敛，证明 IPJ 有界. 



166 


第十五章多元函数的极限与连续性 


3. 判别下列平面点集哪些是开集、闭集、有界集或区域，并分别指出它 
们的 聚点： 

(1) £= \( x 9 y )\ y < x 2 \; 

(2) £=|(* ， y)U 2 + yVl| ; 

(3) E = \( x 9 y ) I xy ^ O \ ; 

(4) E = |( x, r )Uy = 0|; 

(5) E = \ ( x 9 y )\0^ y ^2 t 2 y ^ x ^2 y + 2 \i 

(6) £ = |( x , y ) I y = sin ~, a : > oJ ; 

(7) £= IU ， y ) U 2 + y 2 = l 或夂= 0,0矣*矣1|; 

(8) £= lU ,： r ) U， y 均为整数 I . 

4 . 设 F 是闭集， C 是开集，证明 f \ C 是闭集， G \ F 是开集. 

5. 证明开集的余集是闭集. 

6. 设£是平面 点集. 证明/> 0 是£的聚点的充要条件是£中存在点列 
I I * 满足 Pq ( n = 1,2,**0 R lim P n - P 0 . 

7. 用平面上的有限覆盖定理证^月平面上的致密性定理. 

8. 用平面上的致密性定理证明平面点列的柯西收敛原理. 

9. 设£是平面点集，如果集合£的任一覆盖都有有限子覆盖，则称 E 是 
紧集.证明紧集是有界闭集. 

10. 设£是平面上的有界闭集，以£：)是£的直径，即 

d(E)= sup r ( 广， 厂 〉. 

求证 ： 存在 P t ， P 2 € E ， 使得 r ( Pi ,/> 2 ) = dU ). 

11. 仿照平面点集，叙述 n 维欧氏空间中点集的有关槪念（如邻域、极限、 
开集、聚点、闭集、区域、有界以及一些基本定理等）. 

12. 叙述并证明三维空间的波尔察诺-魏尔斯特拉斯致密性定理. 

§2多元函数的极限与连续性 


1. 多元函数的槪念 

仿照一元函数的情形，我们先给出二元函数的定义. 

定义 15.4 设£：是平面 点集. 如果存在对应关系/,使得对任意的:, 
按这个对应关系/,有唯一的实数 u 与之对应，则称/为定义在£上的二元函数, 
记为 
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/:卜 R , 

( x , y )-* u = f ( x 9 y ). 

称£为函数/的定义域，： t 、 ： r 称为函数/的自 变量， 而 u 则称为 因变量 • w = 
/ U , y ) 是函数/在点所对应的函数值，全体函数值的集合 /(£) 称为函 
数/的值域. 

在数学分析中，为了方便，我们也常把二元函数记为 

u = f ( x 9 y ) 9 ( x , y )€ E 

或 ix =/( P ), P^E . 

例 1 半径为 r , 高为 h 的圆柱体的体积 u 可表为 

u = nr 2 h . 

根据实际意义，它的定义域是 r >0, h>0, 值域是(0, + «). 

例 2 函数11 = 7尺 2 - U 2 + y 2 ) 的定义域是 x 2 ^ y 2 ^ R 2 9 值域是[0,尺]. 

例3函数 = arcsin + arcsin f 的定义域是- a ^ x ^ a , - b 矣 y 彡 b , 
值域是 [- LIT ]. 

在一元函数的微积分中，几何图形给了我们很直观的认识，对分析起着重 
要的 作用. 二元函数也是如此，几何直观仍是十分重 要的. 下面给出二元函数 
的几何表示. 

空间点集 

i ( x 9 y 9 z )\ z = /( x 9 y ) 9 ( x 9 y )^ E \ 

称为函 Sz =/( a :,： k ) 的 图形. 一般来说它构成一块空间曲面，定义域£：就是这 
块曲面在 Oxy 平面上的投影 • 曲面的特点是，过定义域每一点平行于 2 轴的直 
线只与曲面相交于一点. 

例2中函数的图形是以原点为中心以/?为半径的上半球面，如图15 - 11 
所示. 

从解析几何知道， z =/ + y 2 的图形是椭圆抛物面（图 15-12). 
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图 15- 13 图 15- 14 

二元函数的定义很容易推广到多元函数的情形，只要在定义中将二元有序 
数对 U , y ) 改为 n 元有序数组 ，…， ^)即可.在此不详细叙述.我们简 
记 n 元函数为 

U =/(戈 I ， x 2 ，•••，％)， ( x l9 x 2 r m, fX n )€: E f 
或 u = f ( P) 9 PGE , 

其中 

£c R n = \ (xifX 2 , 99a t x n ) \ - cc < %i< + » ， i = 1 ， 2, …, n 1 • 

后一种写法是点的形式，它在形式上使多元函数与一元函数保持一致，以 
便于用类比的方法，把低维的（一元或二元的）结果及研究方法推广到高维. 


2. 二元函数的极限 


定义 1 S .5 设/在 Po “ Q , yc ) 的某个空心邻域内有定义，4是一个确定的 
数.如果对任给的 e >0, 存在 <5>0,使得当时，有 

\ f ( P )^ A \ <c , 

那么称4是二元函数/当 P — A 时的极限，记为 

lim f { P)-A , 

卜％ 

或 lim /(太， y ) = 4 . 

广 

注意到 0<； ■(/>，尸 0 )<5等价于 /> ew 0 ,5), 而 |/( P ) -/4|< e 等价于 
/ /l + e )= OU ， e )( 直线上的邻 域）. 因此，上述定义又可以用邻域 
的语言叙 述为： 对任给的 e >0, 存在3>0,只要/•(/ VS ), 就有 

/(P)€0(A,e). 

由于圆邻域和方邻域可以互相包含，因此上述定义也可叙 述为： 对任给的 e >0, 
存在5>0,只要就有 
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f ( P )€0( A ， e ). 

但在解题时，还是用下述的不等式说法 方便: 


lim /(x f y ) = A , 

当且仅当对任给的 e >0, 存在占 >0，只要0< 丨（：-邶） 2 + (>-凡） 2 〈谷 ， 
就有 

\ f ( x 9 y ) - A \ < e . 

或当且仅当对任给的£>0, 存在 S >0, 只要 U - x 0 |< S , | r - yo | <5, ( x , 
7)_(«0,70〉，有 

\ f ( x 9 y ) - A \ < e . 


例 4 
证明 


& f ( x 9 y ) = xy 
因为 


-y 


y 


证明 lim fix ^ y ) =0 . 
*-o 

y-0 


|/(^, r )- 0 | = 


xy 


- y 


y 





所以对任给的 


0,要 l / U ， y )-0| ,只要 


取5 = A ,则 


当 0</7 T 7 2 <5 时，有 

\ f ( x , y )-0\ 2 ~ < e • 

也可以取则只要 Ul <5, \ y \ <8, ( x 9 y )^(0 t 0) 9 就有 

|/(«, y ) - 0| ^ I xy I < S 2 = e • 

回忆一元的情形，知道这里用的是“适当放大法”. 

二元函数极限 lim /(/>) = /! 的几何意 义是： 对任给的6>0,必存在点心 

卜 p 0 

的5空心邻域 (T (/> 0 ,5)，使得经过/的对应，空心邻域中所有点的像全部落 
在区间 M - e，/i + e ) 之中（图15-15)，即 

f ( O a ( P 09 S )) c ( A - e 9 A ^ e ). 

借助于几何直观，我们可以看到平面上的点 P — P 0 的意义远比直线上 
X - 々要复杂 得多. 在直线上，&只有左、右两个方向，而在平面上/ 
的方向有无穷多个，且路径也有无穷多种（图15 -16 广例如/>点可沿直线 


.趋于/>0,也可沿曲线趋于 Po . 在极限定义中，只要 P 与 ^充分 接近，不管按 
何种方向何种途径接近，都有 /( P ) 与4之差任 意小. 这就说明了二元函数极 
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限要比一元函数极限复杂许多. 



例5 设 = 证明 lim / U , y ) 不 存在. 

x ■¥ y «^o 

证明当 U , y ) 沿直线紜趋于 (0,0) 点时，极限为 

f 、 x ， y 、： 靶 /G 山 ） =煦。产二 2 = 77^- 

0 

这个极限值与&有关，即^不同，则极限不同，也就是说当 G , y ) 沿不同的直 
线趋于 (0,0) 时函数的极限不同，故 lim /( x , y ) 不存在. 

例6 设证明不存在. 

证明当 U , y ) 沿直线 y = fa 趋 ¥(0,0) 时，有 

lim /( x » J ) = lim f(x 9 kx ) = lim ~ 2^^2 = 0 • 

当沿 y 轴趋 ¥(0,0) 时，有 

Hm /( x , y ) = lim /(0, y ) = 0 . 

MmO 

BP ( b ： K ) 沿任意一条直线趋于 (0,0) 时，函数的极限均为 0. 但是当 U ， y ) 沿拋 
物线: K =： t 2 趋于(0,0)时，有 

lim f ( x , yr ) = lim/(x , a : 2 ) = lim ^ #0 ， 

r * * 2 

故 l $/( x , y ) 不存在. 


通过上面的几个例子，我们看到，如果能找到两条路径（直的或是曲的）， 
沿这两条路径趋于某点时函数的极限尽管存在但不相等，则函数在该点的极限 
必不 存在. 但切记住，绝不可根据沿某些特殊的路径趋于某点时函数的极限存 



多元函数的极限与连续性 


在，就断定函数在该点的极限存在.例如在例6中，即使沿任意直线趋于（0, 
0) 时，函数的极限都存在且相等，但函数在（0,0)点的极限仍然不存在.事实 
上我们有下面类似于一元函数极限的海涅定理(第三章§ 3定理 3.10), 它可帮 
助我们更深刻地理解这一点.定理的证明方法也与一元函数的情形类似，请读 
者写出它的详细证明. 

定理 15.5 (海涅）设函数/在点的某个空心邻域 0* ( P Q , 5) 有定义. 
则 lim f ( P ) = A 的充分必要条件是对 (T (/ VW 中任意满足 '—/ Vn —00) 的 

点列 |/\ l , ^ Um /( P ll ) = i 4. 

二元函数 i 限的运算法则与基本性质（局部有界性、局部保号性、极限唯一 
性等）同一元函数的完全一样.我们就不在此叙述了. 

3. 累次极限 


前面我们所考虑的极限是两个变量 x 和 y 同时分别趋于各自的值 x 。* y Q ， 
这时数对构成的点形成的路径是任意的.下面我们将讨论另一种形式的 
极限，即自变鼂太、 y 不是同时而是相继地趋于各自的值％和 y Q . 为区别这 
两种极限，我们把前者称为全面极限，把后者称为累次极限. 

设 / U , y ) 在点 / V %，： Ko ) 的空心邻域有定义.若对固定的—元函 
数极限 lim 存在，一般说来，这时极限与 y 有关，记为 p ( y ), 即 

( p ( y ) = lim f ( x 9 y ). 

内 o 

又若 lim p(y) 存在且极限为 4, 则称 4 ^ Jf ( x , y ) 

先对 x 后对 y 的累次极限（图 15-17), 记为 
lim lim fix 9 y ) = A = lim < p ( y ). 

类似也丐以定义 /( hy ) 先对 y 后对: t 的累次 

极限 

lim lim /( 太， y) = = lim ip(x) • 

内 0 广，。 一 0 

全面极限和累次极限有没有必然的关系呢？我们先研究下面几个例子. 

例 7 在例 5 中我们已证得全面极限不存 

在，但当:时， 广 0 



从而 




lim lim 

»—o t—0 


办 0 . 
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由 /( 文， y ) 关于变量 x 、 y 的对称性知 


lim lim 


x r 


= 0 


y 


例 8 设 /( x ， y ) = arsin 十 ysin 士. 由于 

l/(«*j) I ^ I ^ I + I r I, 

故 lim / U ， y ) =0, 即在 （0,0) 点函数的全面极限存在.但当时，因为 
0 

广0 

lim ysin 丄不存在，从而累次极限 lim lim /( x ， y ) 不存在.同理 lim lim /( x , y ) 不 

*-•0 X 厂 -0 *—0 **-0 0 

存在. 

上面二个例子分别表明，在某点，当函数的全面极限不存在时，两个累次 
极限却可能都 存在； 当函数的全面极限存在时，两个累次极限也可能不存在. 
可见全面极限和两个累次极限三者的存在性并无必然的联系，不能从其中一个 
或两个极限的存在而推出其余极限的存在.但当它们存在时，极限值却有一定 
的关系. 

定理 15.6 若 lim , y ) = 4 ( 有限或无限），且当时 ， lim f ( x , y ) - 

a ^ x o 0 

，，o 

< p ( y ). 则有 

lim liin f(x 9 y ) = lim ( p ( y ) 二 A • 

广 ， o 广 b 

证明只证 4 有限的情形. 

由 lim /(太， y ) = 4知，对任给的 e > 0,存在5 > 0，当| x - x 0 | < 5， 

广 ， o 

I 7 - 7 o I < ^» 且（1，7)#(怎。，7。)时，有 

\ f ( x 9 y )- A \ < € . 

对固定的 y 尹 y 0 ， 由于 lim /( x , y ) = 9( y )， 在上式中令 x ■♦: c 0 取极限，知当 0 

*-*o 

< Ir-roI <5 时有 

i < p ( y ) - A \ . 

这就证明了 lim < p ( y ) = A . 定理 15.6 证完. 

由定理 15.6 可知，若在某点函数的全面极限和两个累次极限都存在，则 
三者必 相等. 若两个累次极限都存在但不相等，则全面极限必不存在. 

例9设， y )= 匕 。〜 2 .因为 

^ + y 

lim lim f(x , y ) = lim lim -— T + x ” = \\ m x + x = i ， 

0 y -*0 X —0 y —0 x + y X—o x 
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lim lim f ( x , y ) = lim lim 

>—o *-*o 广 0 X—0 


-y ■¥ x 2 + y 2 


=lim 


所以全面极限 lim /( x ， y ) 不存在. 

例 9 还表^月，二元函数两个不同次序的累次极限是可以不相等的，即 

lim lim fix 9 yr ) = lim lim fix ^ y ) 

广， 0 r-， 0 

是可以不成立的.这时称这两个极限不能交换（先后）次序.以前在讲函数项级 
数的分析性质时已体会到，分析中的许多问题，都归结为两种极限运算能否交 
换次序，这一点以后还会经常碰到. 

前面讲的二元函数极限，前提都需 /(: t , y ) 在（化，九）的某空心邻域有定 
义.实际上这点并不 必要. 若/(^>0在£定义，（以，^)是£的聚点，则 

lim f ( x 9 y ) = A 


的定义可改为，对任给的€>0,存在5>0,只要 U - mI < s , | r - ro | 

(x 9 y ) ^( x 09 y 0 ) f •有 

j /( x , y ) - A I < e . 

其他关于二元函数极限的讨论，都可移植到这种情形，我们就不赘述了. 

4. 二元函数的连续性 

定义 1 S .6 设函数/在点的某个邻域有定义.若 lim f ( P ) = /( /> 0 ), 
则称 /( P > 在点 P Q 是连续的. 

由极限定义知， /(/>) 在点心连续，意指对任给的€ >0,存在(5>0,当 
r (尸 ，/ V 〈在时 ，有 

|/( P )-/( P 0 )| <e . 

如果 G 是一开区域， /(/>) 在 C 的每一点连续，则 ^ 

称 /( P ) 在 G 连续.如果 G 是一闭区域，称 /(/>) 在 G 连 

续，是指 /( P ) 在 G 的每个内点连续，而对 C 的任意边 I 

界点 Po , 则要求函数 /( P ) 在 G 内当 P — 时，函数极 ( ° / 

限等于函数值，即对任给的 e >0, 存在5>0，当 r ^ 

尸 0 )<5且时，有 ^~/ 

|/( 尸） -/( P 0 ) I < e - 图 15- 18 

根据海涅定理，这就是说，对任意满足00)，的点列丨/\|, 
有 


图 15- 18 


lim f ( P n )= f ( 尸 o ). 
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V ^ O f 且1；卢/£71 +号（& =0,1，2,…）时是连续的，而 r = / + 〆 在全平面连续， 
因此复合函数 u = t an ( x 2 + ： y 2 ) 当： c 2 + / | U = 0,1,2,…）是连续的，而当 

/ + y 2 =^ + ~| 时函数不连续.这些不连续点是一列圆心在原点的同心圆，半 
径 分别为 n + 今 , ^2 tt + -y , …（图 15 - 19). 

5. 有界闭区域上连续函数的性质 

闭区间上一元连续函数有几个重要的 定理： 有界性定理，最值定理，介值 
定理，一致连续性定理.它们在一元微积分理论中起着十分重要的作用，现在 
我们要看看他们在多元的时候是否成立.要注意，这些定理都特别强调了“闭 
区间”这个条件.而实际上，区间的一个特点是连通性，这对于介值定理是不 
可缺少的条件.而其他几个定理之所以要闭区间这个条件，本质上则是因为闭 
区间是有界的和闭的.认淸了这个本质特点，我们不难得到二元连续函数的相 
应的定理. 

定理 15.8( 有界性定理）若/(尸）在有界闭集£：上连续，则 /(/>) 在尺上 
有界. 

证明用反证法.若不然，设/(/^在£上无界，即对任意正整数 n ， 存 
在 尸 n € £，使 

|/( PJ | >n . 

因为£有界，故 | P „ I 是有界点列，由致密性定理知， 1匕1 有收敛子列丨 
设/^二心，由£是闭集，知 P 0 ^ E . 因此由/的连续性，得 

/( P nk ) = /( P 0 ). 

这与|/( 尸 ^)1 > n 4 矛盾.故/(/>)在£:上有界. 

定理 15.9( 最值定理）若 /( P ) 在有界闭集£上连续，则/(/>)在£ :上达 
到最大值和最小值. 

定理 15.10( —致连续性定理）若 /( P ) 在有界闭集£上连续，则 /( 尸） 在 
芯 上一致连续，即对任给的 £ >0,存在5>0,使得对£上任意两点 P , 和/> 2 , 
只要 r (/>丨，/> 2 )<5,就有 

I / W-/WI … 

定理 15.9 和定理 15.10 的证明留给读者作为习题. 

定理 15.11( 介值定理）若 /(/>) 在区域 C 连续 ，尸 丨、 P 2 eC , f ( P l )< 
/( 戶 2 )，则对任意的 c : /( P ,)< c </(/> 2 )， 存在 P Q eG , 使 /( 尸 0 ) = c . 

证明 令 g (/>)=/( P)-c ， 则 g ( P ) 在 G 连续，且^匕）"， g ( P 2 )>0, 
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0在 f 矣 


y - y \ 


则只要证明存在 p 0 e G , 使 g ( P o )=0. 

由于 G 是区域，故可用完全含于 G 内的有限条折线连接/和 P 2 (图 15- 
20). 若在某折线段的端点，其函数值为零，则定理得证.否则必存在某折线 
段，其两端点的函数值 异号. 不失一般性，我们就记这两个端点为心 （ A ， yi ) 
和 P 2 U 2 , 乃）， g (6)<0, ^ ( P 2 )>0. 这时线段/>^2的参数方程为 

[X = t (太 2 -文 1), 

\ , 、 0彡 f 彡 1. 

lm + t ( y 2 - ri ). 

考虑一元函数 

G (O = g ( X | + r ( x 2 - % i )， r ! + Ky 2 - yi ))» 

它在 [0,1] 上连续 ， G (0) = g ( P .) < 0 , ^ 

G ( l ) = g ( P 2 )>0. 由一元函数的介值定理， 

存在 t 0 e ( o , i ) 使 CK )：=0 .记 一^>\\ 

太。=〜+ h “2 - 々 ) ， y 。 = ri + ( m ) , \ 

则尸 o = Uo ， yo )€ G , 且 g (/> 0 ) = G ( t 0 )=0, \^) 

即 /( 尸 0) = c . 定理 15.11 证完.__ 

值得再一次强调的是，定理 15.8 的证明 ° ^ 

用的是一元的方法，而定理 15.11 的证明，则 图 15-20 

用的是一元的结果，即通过折线，引人参数 
f ， 把二元的问题化为一元的问题，从而用一元的结果. 


◎ 


图 15-20 


习 题 

1 . 叙述下列 定义： 

(1) lim/ (x 9 y) = oo ； 

*-*o 

广 ，o 

(2) \im f (x 9 y) =： A; 

篇 - • ♦ oo 

广 • * 

(3) lim f ( x 9 y) =： A ; 

y ♦ 00 

(4) lim / ( 丨， y) = oo . 

x^a 

2. 求 列极限（包括非正常极 限）： 

广 o 

(2) lim Sin ( 2 " 3+ / 3) ； 

〔S x + y 
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(3) H 



(4) lim ( % + y )sin —5 -: 

x + y A 

(5) limx 2 y 2 ln ( x 2 + y 2 ); 

*-*o 

y -o 


(6) lii 


y 


(7) lim- 


y 


(8) lii 


(9) li 


• In 


y 


(10) li 


(ID 

; : 〆 ” 

( 12 ) /; 


(13) lim 


r 2 )e 


r > 


( ⑷ 品 ( 為） . 

3. 讨 4 + 列函数在 (0,0 ) 点的全面极限和两个累次极限 


( 1 ) fU，yU 

( 2 ) f ( x 9 y ) = 


y)sin — sii 


y 


( 3 ) f(x 9 y) = ± 


(xy) 9 
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⑺ /(^r) = 



(8)/( 〜 

4. 叙述并证明二元函数极限的局部有界性定理和局部保号性定理. 


5. 叙述并证明 lim /( ty ) 存在的柯西收敛准则. 

内。 

6 . 试作出函数 /( x ,; y ), 使当 （ x ,： r ) —( M , y 。) 时， 

( 1 ) 全面极限和两个累次极限都不 存在； 

( 2 ) 全面极限不存在，两个累次极限存在但不 相等; 

(3) 全面极限和两个累次极限都存在. 


7.讨论下列函数的连续 范围: 


⑴ f ( x , y ) : \ 

v ^ + y 

⑵ f ( x 9 y ) = - -- 

sm xsm y 

(3) f ( x 9 y ) = [x + y ]; 


⑷ /(x, r ) = -f^ 3 ; 

^ +r 

. — ㈤ 

⑸ f ( x 9 y )= 


( 6 ) f ( x t y ) 


⑺ / U ， r ) = 

⑻ f ( x 9 y )= 


(9) f ( x 9 y ) = 


y 

0， 

( xy ) 


r = o； 


r 


0 , 


# 0 , 

= 0； 


0 , 


X 为无理数， 
y , x 为有 理数； 
y 2 \n ( x 2 + y 2 ) 9 
0 , 


卜 y 2 #0, 

卜 y 2 = 0; 

^ 0 , 


- 2 - r 2 )^ ▲ ' ， • (/ , >0) . 

0 ， x 2 + y 2 = 0 

8 . 若 / U , y ) 在某区域 G 内对变量 x 连续，对变量 y 满足利普希茨条件， 
即对任意 U ,/)€ G * U ,/) 6G , 有 

其中 L 为常数，求证 / u , y ) 在 G 内连续. 

9. 证明有界闭集上二元连续函数的最值定理和一致连续性定理. 
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10 . 设二元函数 /( x ， y ) 在全平面上连续， 2 1 + / U ， y ) = A ， 求证： 

* 2 ♦ y 2 -* * 

( 1 ) / U ,： r ) 在全平面 有界； 

( 2 ) / U ,> 0 在全平面一致 连续. 

11 . 证明： 若 / U , y ) 分别对每一 变量； C 和: r 是连续的，并且对其中的一 
个是单调的，则 / U , y ) 是二元连续函数. 

12 . 证明： 若£是有界闭域，是£上的连续函数，则 /( 幻是闭 
区间. 
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在一元函数的微分学中，我们引入了导数（微商）与微分的槪念.导数是一 
个连续童随另一个连续量变化的瞬时变化率，微分则是函数改变 置的线 性主要 
部分.并且，我们证明了函数在某点可导，可微分及连续之间的关 系为： 

可导》可微分4连续. 

对于二元函数微分学，我们同样要讨论函数的变化率和微分的概念，但由于自 
变 M 的个数不是一个，使得讨论较一元函数要复杂一些.在二元函数中，让一 
个自变量固定，让另一个自变量变化，这就是一元函数.考虑这个一元函数的 
导数，就得到偏导数（偏微商）的槪念.偏导数只反映函数在坐标轴方向的变化 
率，并不完全反映函数在一点附近的全面变化.全微分反映的正是后者.这时 
偏导数存在与函数可微分的关系，不像一元函数那么简单了，这是读者要特别 
加以注意的. 

偏导数和全微分的计算完全归结为一元函数的微商运算.复合函数的高阶 
偏导数的计算是本章的一个难点，原因是这时变量的关系变得更复杂了.分清 
变姑之 间的依赖关系是突破难点的关键. 

本章的基本要求是概念清楚，运算熟练、准确. 

§1偏导数与全微分的概念 


1 . 偏导数 

在二元函数 /( x ， y ) 中将％， y 中的一个 ffl 固定，例如固定 7 = 7 () ，则/( X ， 

凡）就是 x 的一元函数，它在&的导数就称为二元函数 /( x , y ) 在（以，凡）对 ； t 

的偏导数.我们用定义把它写出来. 

定义 16.1 设函数 / U ，; r ) 在 Uo ， y () ) 的某邻域有定义，令 

△/( x 0 f y 0 ) =/( x 0 + ^ x 9 y 0 ) - /( x 09 y 0 ), 

称为函数/在 U Q , %)点关于: r 的偏改变量.若极限 

lim △:/( : o ， yo ) _ lim /( + At ， y 0 ) - /( x 09 y 0 ) 

Ax—0 Ax Ar—o Ax 

存在，则称此极限值为函数 /( by ) 在 （ 4 ，;^) 点关于 X 的偏导数或偏微商， 
记为 
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I 




或 fx ( x Qy y 0 ). 


类似地，若极限 


..△>/( 太 o ， ;ro) /( 太 o，ro + ~) -/“o ， y 。） 

lim - - - = lim - - - 

Ay -0 Ay 秦 0 ily 

存在，则称此极限值为函数 /(x,y) 在 U Q , yQ ) 点关于 y 的偏导数或偏微商， 
记为 


a 


y 




或 / r (^o*ro)- 


上述定义用符号写出来就是 


艺I 




_d_ 

dx 


f ( x 9 y 0 ) 


d r 


. ± 
V - 


/( 文 o ， y ) 



和一元函数情形相仿，若函数 /(Ly) 在区域 G 内每一点 U Q ， yQ ) 都存在对以或 
对 y) 的偏导数，则这个偏导数也是 U,y)(ec) 的函数，它是 /(^>0 在 G 内 
对或对 y) 的偏导函数（简称偏导数），记为 


j 或 / x (*，y) (■或 A( x ，y)) • 


偏导数的几何 意义： 根据一元函数导数的几何意义，我们不难知道， 
/t(^)，yo) 就是曲面 z =/(x，y) 与平面 y = yo 相交的曲线 


1 2 = /( %, y ) , 

lr = ro 

在点 U 0 ，y 0 ) 的切线 r, 对 于戈轴 的斜率（图 16-1). 



图 16- 1 
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由偏导数的定义易见，求偏导数本质上归结为求一元函数的导数，只要把 
不相关的量视为常量即可.例如求 /( z ， y ) 对％的偏导数，只要把 y 视为常量 
对： t 求导即可.因此可以直接利用第四章的求导公式. 

例1 Su = / sin 3 a :， 求关于*和 y 的偏导数. 

解 = yx J ~ ! sin 3 x + 3 x 7 cos 3 x , 

= x y \n a:sin 3 x . 

d y 

例 2 设求关于: t 和 y 的偏导数 • 

解当 时， f x (x 9 y ) =-- y sgn Xy 

2^ T 7] 

当;时， f y ( x 9 y ) = ：^£Lsgn y . 

2 V \ y \ 

当太笋0, y =0 时，用定义求 /;, 得 

,• f ( x , Ay ) - f ( x t 0) V \ x * Ay \ 

lim --- = lim ---- . 

Ar-^o Ay Ay—o Ay 

由此知 / y U ， o ) 不存在 u _ o ). 同理知 yv ( o , y ) 不存在 （ y _ o ). 但是 

人 (0 , 0) = lim ^^ M 2 = lim o〒o = 0 ， 

Ai — 0 Ax A *—0 l\X 


Ax 

/y(0 , 0) = lim Z ^ i ^ M2 =lim y = 0 

Ay—0 Ay—0 /ly 


综上 所述： 


ft ( x , y )= 


/〆 太， y)= 


V \ y\ 

x _0, 


00 , 

* = 0, 

y^o 9 

0, 

* = 0, 

y = 0. 

V X 

2vq7 T 8gnr, 

y^O, 


— 

°° * 

x^0 t 

y = 0, 

0 ， 

x=0. 

y = 0. 


例 3 


/(*. r ) = {j 

这个函数在 (0,0) 点显然不连续，但 


太=0或 y = 0, 

其他. 


/,(0,0) = lim 灿 _ ， 0 ) -/( 0 , 0 ) = lim 5^0 = 0 

A*~-0 Ar— 0 





同理 
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/ y (0,0)=0. 

也就是说，函数在原点的两个偏导数都存在，但函数在原点不连续，这在几何 
上是很清楚的（图 16-2). 



例3表明， 二 元函数 /(： t , y ) 在某点的两个偏导数存在，并不能推出函数 
在该点连续，这与一元函数 /( x ) 在一点可导就连续是不 同的. 事实上，二元 
函数在几何上是曲面，而函数在一点 （: to , 〜） 的两个偏导数存在只说明曲面上 
过 Uo ， y 0 ) 点的两条特殊的曲线在该点有切线，它当然不能完全反映曲面在该 
点的性质（如连续性）.为此，下面引入全微分的概念. 

2. 全微分 

回忆一元函数的微分，它具有两大重要 特性： 微分是自变》的改变量的线 
性 函数； 微分与函数的改变量之差是比自变 ft 的改变董更高阶的无穷小量.也 
就是说微分是函数改变最的线性主要部分.把它推广到二元函数，我们引出如 
下定义. 

定义 16.2 设函数 Z =/ G , y ) 在/点的某邻域有定义.若函数/ 
在点的全改变最 A 可表为 

^ =/(% 0 + ^.ro + ^r) -/(^o.ro) 

= AAx + BAy + o(p) , 

其中4, 5是与 At ， 办无关 （可与 尸 0 有关） 的常数， ps ^~( Ax ) 2 + ( Ay) 2 t 
0( f ) 是比 p 更高阶的无穷小量，则称函数在点 可微. 并称 + 为函 
数/在点 P Q 的全微分，记为 

dz\ P ^= AAx + BAy. 

从定义可见， 二 元函数的全微分同一元函数的微分一样，仍然具有两大特 
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性，即二元函数的全微分是自变量的改变量的线性 函数； 微分与函数的全改变 
量之差是比 P 更高阶的无穷小量.综合起来说 就是： 二元函数的全微分是函 
数全改变量的线性主要部分. 

下面看看二元函数 z =/( l ; k ) 在 U Q , yc ) ) 町微的几何意义.先回忆一元函 
数的情形.我们知道， y =/(： t ) 在 x 。 可微，是说函数 y =/( x ) 在化的改变量 
Ay - f(x 0 Ax) -/(a: 0 ) 有线性主要部分 Alt =/'( A： 0 )At ，即 

Ay ^ AAx^ o(Ax) =f'(x 0 )Ax + o(Ax). (2) 

记 ;c = ; c 0 + Ac ， 即 则 （2) 可写成 

fix ) - f ( x Q ) = f f ( x Q )(x - Xq) + o(x - Xq ) n (3) 

或 f ( x ) = f ( x 0 ) + f f ( x 0 )(x - x 0 ) + o(x - x 0 ). (4) 

注意是曲线 y =/ u ) 在 X 0 的切线，故 （3) 说明，函 
数 / U ) 在初可微，是指曲线 y =/ U ) 在 M 有切线存在，且曲线 y =/ u ) 在％ 
附近可用直线（切线）来逼近，其误差当 X — M 时是 : t - 以的高阶无穷小量（见 
图 16-3). 



图 16-3 

对于二兀函数 z =/(*， y )， 记 x = a : 0 + A »:， y = y 0 ^ Ay , BP Ax = x - x 0t 
Ay = y - y 0t 则公式 （1) 可写成 

fix 9 y ) - f ( x 09 y 0 ) - A(x - x 0 ) B(y - y 0 ) + o ( p ) 9 (5) 

或 f ( x 9 y ) = f ( x 0 yy 0 ) ^ ^(x - x 0 ) + B(y - y 0 ) + o ( p ), (6) 

其中 (6) 式右边的前一部分是 X ， y 的线性函数，即 

2 = f ( x 0 , y 0 ) ^ A(x - x 0 ) -h B(y - y 0 ). (7) 

由解析几何的知识可知，它是一空间平面方程，且过 Uo , ”，/(&, m )). 
(6) 式说，这个平面与曲面 2 =/(。7)在 Uo ， y 。） 附近之差，当^-。时是较 p 
更高阶的无穷 小量. 也就是说，曲面 z =/(:?，7)在（：》; () ,7。，/(；»： () ，7 () ))附近，与 
—个平面十分 密切. 这平面当然不是别的，正是曲面过（巧，：^，/( % ，外））的切 
平面.可以说，函数 / U , y ) 在（〜，九）可微，其几何意义是曲面 z =/(^ y ) 在 



偏导数与全微分的槪念 


Uo ，％，/ (〜，％))有切平面存在，全微分就是线性函数在（:^， y Q ) 的改变量（见 
图 16-4). 由此可见，全微分刻画的是函数 /( by ) 在（以，凡）附近的全面变 
化，而不像偏导数那样，只描写函数在两个特殊方向的 变化. 下面的定理也进 
一步说明这一点 


图 16-4 

定理 16 . 1 若 f ( x ， y ) 在点 P 0 ( x 0 , y 0 ) 可撖，则 f ( x , y ) 在点 P Q 连续. 
证明由可微性知 

/(x t y) =/(x 0 f y 0 ) + A(x - x 0 ) + B(y - y 0 ) + o(p) f 

其中 P = >/(*- x 0 ) 2 + (y - y 0 ) 2 . 

令 ： y — y。 取极限，有 

lim/(x ， y) =/( x 09 y 0 ). 

这就证明了 / U ， y ) 在点^(々，冗）连续.定理 16.1 证完. 

3 . 全微分与 偏导数 的关系 

若 / Uj ) 在（以，介）可微，则有 

f(x 0 + Ax t y 0 + Ay) - /( x 0 , y 0 ) 

=+ B^y + o (V (Ax ) 2 + (Ay ) 2 ), 

特别地，令 # = 0 得 

A x o + Ax ， y 0 ) - /( x 09 y 0 ) = AAx + o ( 丨 Ac | )• 

因此 /( x 0 + Z ^， y 0 )-/( x 0 ， y 0 ) o ( I Ar h 

Ax Ax • 

令土 — o 取极限，知左边的极限存在， a 等于即 AUwh ) 存在，且 

A =fx(x 0 j y 0 ). 

同理可得人（4，凡）存在，且 






186 


第十六章偏导数与全微分 


丑 =/ y (^ o * ro ). 

这样我们便证明了下面的定理. 

定理 16.2 若 z =/(%, y ) 在点 Po ( X 。， y 0 ) 可微，则/ «( xo ， y 0 ) 和 / y ( » ro ) 

都存在，且 /(^ y ) 在点 P Q 的全微分等于 

f x ( x 09 yo)Ax f y ( xo ， ya ) Ay . 

约定自变最的改变 M 等于自变 M 的微分，即 

Ax = dx , Ay = dy , 

则 / 在点 P Q 的全微分又可写为 

dz l/» o - f x ( x 0 t y 0 )dx + f y ( x 09 y 0 ) dy . 

若2=/(^>0在某区域 G 上每点可微，则 

dz = f t ( x 9 y)dx + f r ( x 9 y ) dy . 

值得指出的是，心是: r , dx , dy 的四元函数，对固定的它是与 

dy 的二元线性函数. 

类似地可以定义 n 元函数 u =/(〜， z 2 , …，；^)的全微分，相应的公式为 

, 汐 U J du , du . 

du = aI ； d ^ + ^ d ^ +， * ，+ ^： dx - 

我们已经知道函数在一点的两个偏导数存在并不能推出函数在该点连续， 
因此，更不能推出在该点可微.不过我们有下面的定理. 

定理 16.3 若函数 u =/ U ,; y ) 在/ ^ Uo ,%) 点的某邻域0(/> 0 )内存在偏导 
数，且 /, U , y ), 在心点连续，则 /( by ) 在 ^点 可微. 

证明设丨 Ax 丨， I #丨充分小使得 （ x 0 + 将 A / bo , 

yo ) 表为 

△/(*o ， yo) = /(*o + Ax,y 0 + ^y) -/( x 09 y 0 ) 

=[/( x 0 + + ^ y ) -/( x 0 + At , y 0 )] + 

[/( x 0 + Ax , y 0 ) - /( XQ t y 0 )}. 

由一元函数的微分中值定理， 存在 0" 0 2 €(0,1),使得 

Af ( x 0 * yo ) =/ r ( x 0 ^ Ax , y 0 + d l Ayr)Ay ^/ X ( x 0 + 9 2 ^ x , y 0 )^ x . 

由乂和 / y 在 Uo , yo ) 点连续，知 

| im /,(% 0 + d 2 Ax t y 0 ) =f x {x 09 y 0 ) 9 

|im/ y (x 0 + ， y 0 + d x Ay) =/ y (: 0 ,yo), 

厶 y-*0 

从而有 

/*“o + 0 2 ^x f yo) =/*(*o*ro) + o * 

/ y U 0 + ^, y 0 + 沒 iAr) =/ r (*o*ro) + py 
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其中当0且办―。即户―0时， a — 0,沒 — 0,故 

4/ '( ^ o » ro ) = f x ( x 0 , y 0 )Ax + f r ( x 09 y 0 )Ay + oAx + 陶， 
aAx + 3 Ay 

而 / / / ― T ? 在 M + I 分 I — 0 (|0— 0), 

V ( Ax ) 2 •¥ ( Ay ) 2 

即+ pAy = o ( p ). 这就证明了 /( x ， y ) 在 P 。可微.定理 16.3 证完. 
从定理证明可知，全微分定义中的 （1) 式等价于 

Af ( * Jo ) = 4△: ■♦- BAy + aAx + ^Ay , 

其中当 p — 0时， a -0, p —0. 这个表达式有时用起来更为方便. 

例4设 zz = x 2 ：K + e ' 求全微分 du . 

解 |^=2 xy + y e ^. 


3X 、 


都在全平面上连续，故函数在全平面上可微，且 


du = (2xy + yre xy )d. 


例 5 考察函数 


/U,y) = 



)dy. 


rVO, 


r 2 = o 


在原点的可微性. 

解由偏导数的定义 

入 (0 , 0) = -/^4^^ = 0， 

同理可得 /,( o , o )= o . 若函数/在原点可微，则按可微的定义，应有 

/( At ,#) -/(0,0) - [ f g (0 9 0 )Ax +/ y (0,0)4 r ] 

AxAy 

V (Ax) 2 + (Ay) 2 

是比 p 更高阶的无穷小量.为此考察极限 

AxAy 

V(A0 2 + ( 办 ) 2 AxAy 

lim -= lim -:- 

%Zl p ^ o (^) 2 + (^ r ) 2 

由第十五章§2例5知，上述极限不存在，故/在原点不可微. 

根据定理 16.3 我们还可知，上例中的偏导数入 U ， y ) 和，（％4)在原点必 
不连续.这一点也可以通过计算直接证明.事实上， 
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而 



x 2 + 

X 1 + y 2 =0, 


\\mf x {x 9 y) = lim/,( : ， fcr) = lim - j — = - t. 

r Ao 卜 0 *-°(l + /t 2 )2x 3 (1 + ^ 3 )2 

因此不存在，这就证明了 / x U ， y ) 在 ( o , o ) 点不 连续. 由 / u , y ) 关于 

: t 、 /的对称性知， /, U ， y ) 在 (0,0) 点也不连续. 

请读者思考，若 /, U , y ) 和 / y U , y ) 都在 U D , y () ) 点不连续，是否能推知 
/(^7)在（^ ) ,;^)点不可微？ 

最后我们把函数在某点连续、存在偏导数及可微之间的关系简单地总结 
如下： 


两个偏导数都连续=> 可微=> 连续. 

逆过来均不成立. 

用全微分可以近似计算函数值. 

例6 求1 .08 3 96 的近似值. 

解 i 3/( x t y ) = x r , 令太0=1， y 0 = 4， Ax =0.08, △ y =-0.04， 贝 lj 
1.08 3 ' 96 = /( x 。+ A * ， y 。+ 办） 

«/( l ，4) +/,(!,4)4 x +/ v ( l ,4 )^ r 
=1 +4 x 0.08 + ( -0.04 )ln 1 
= 1 +0.32= 1.32. 


4. 离阶偏导数与离阶全微分 


我们先考虑二元函数的高阶偏导数.一般说来偏 导数入 U , y )， 
/,(^;,>0仍是戈、 y 的 函数. 如果它们关于 x 、 y 的偏导数存在， 则称入 U , y ) 


和 / y U , y ) 关于 x 、 y 的偏导数为/ •( Ly ) 的二阶偏 导数. 按排列组合，二元函 
数的二阶偏导数有四个，分别记为 


dx 一 dx 2 — Jtx 


或 


£ia 

dx 2 


^ a 2 / . . 

巧 = “ =/ ” 或“， 

H_ f 氛 A 

dx^dyd x ^ Jyx ^ Sy3x 9 

d fr ^ 2 f r ^ 3 2 u 

万 = 斤 =/ ”或 
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中 A 和 A 称为二阶混合偏导数 • 

oxd y d yd X 

类似地可定义三阶偏导数，如 

±(^ f\_ d lL 
± l ^ l) = JLL 

d -y\ 3 x 2 } 3 x 2 dy' 


±( JLL \ d3 f 

^ x\d xdyl d xdydx* 


等等. 


例 7 设 ix = x 4 + /-4 xV , 求所有二阶偏导数. 
解 | f =4^-12， V . |^=4/-8， V . 


= \2x 2 -24xy 


u 

* ^xSy ™ 


24 x 2 r * 






上例中的两个混合偏导数和 g 恰好相等，也就是说这个函数的二阶混 
合偏导数与对变 tti y 的求偏导顺序 无关. 我们自然要问，是否对所有的二元函 

数，只要两个二阶混合偏导数存在， 都有為:氣呢? 清看下面的例子. 

例8设 

f %1 - y 2 ji . ..2 , A 


/(^ r ) = 


rvo , 
r 2 = o. 


证明 /”( o , o )_/”( o , o ). 

证明由于 


/:(*")= y (* 2 + y 2 + (,^ + y 2 ) 2 ) ， * 2 + yV0, 

0 ， x 2 + y 2 = 0 . 


- r 2 4x 2 y 2 


fy ( x , y )= 


( 舒 - 


r 2 ( x 2 + r 2 ) 2 


) ， 


〜 0 , 


= 0. 


因此 


人， ( 0 , 0 ) ，迦 )戶 ，亏 
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/yx(0 , 0) = 1 ， M ^^ M2 = ^ = 1 . 

这个例子回答了上面提出的问题两个混合偏导数都存在并不能保证它们 
相等.那么在什么条件下才能保证两者相等呢？下面给出一个相等的充分条件. 
定理 16.4 若 / iy U ,； r ) 和 tUj ) 在点 U , y ) 都连续，则 

fxy(x 9 y) =/^(^,y). 

证明先将 /, y U , y ) 和 / y ,( x , y ) 表成极限形式.因为 

Ai - M ) Ax 


所以 


fxy(x 9 y) 

/,(x，y + 勿） -/,(x,y) 

=lim --- 

=lim —f ii … ( /(戈 + + dy) -/( x ，y + ^y) _ /(% + 土 , y) _/( y ,y) 

Ay—o Ay l o\ At Ax 

/(x + Ax 9 y + Ay) -f(x 9 y + Ay) -/(* + Ak, y) +/(*,y) 

=lim lim -- • 


lim lim ( 

Ay-0 Lly AfO\ 


AxAy 


同理 


fyx ^ X . y ) 

- j im J im /(% + At，y + Ay) -f(x -f Ax,y) -/(^,y + Ay) +/(x, 


d «—0 厶广 0 


AxAy 


我们发现，两个取极限的公式，其分子是相等的.因此，记 

F ( AxyAy ) = [/(x + Ax , y ¥ Ay ) - f ( x ^ Ax , y )]- 
[/( x 9 y + Ay )- f ( x 9 y )] 9 

如果令 

9(戈） =/(:，”#) -/(:， y ), 

则 F(Ax 9 Ay ) = < p(x + Ax ) - < p ( x ). 

由于 y ； y (*,: r ) 在 U ， y ) 点连续，知 AU , y ) 在 u , y ) 点的某邻域存在，因此 
9( 幻在太点的某邻域 可导. 根据一元函数的微分中值定理，当 | Ar | 充分小 
时，存在 & e ( o , i ), 使得 

F(Ax 9 Ay ) = < p’（x ♦ d x Ax)Ax 
- [ f x (x + d ^ x^y + Ayr ) - f x (x + 6 ] / Hx 9 y )] Ax . 

对: T 再用一次微分中值定理，知存在0 2 €(0,1 ),使得 

F ( AxyAy ) =/ xy (x + 0 , At ,y + 6 2 ^ y ) AxAy . ( 8 ) 

类似地，如果令 

^ p ( y ) = f(x + Ax , y ) - f ( x 9 y ). 
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则 F ( AxyAy ) = 0 (y + Ay ) - j ). 

用微分中值定理，存在化€( 0 ， 1 ),使得 

F ( Ax f Ay ) = + d 3 Ay)Ay 

= [ fy(x + Ax 9 yr + 6 3 Ay ) -/ y U，y + d ^ Ay )] Ay . 

再对 x 用一次微分中值定理，知存在 0 4 €( 0 , 1 ),使得 

F { Ax y Ay ) =/ y ,(^ + 6 4 Ax 9 y + d 3 Ay ) AxAy . (9) 

比较 ( 8 ) 与(9〉，便得 

fxyix + + 6 2 Ay ) =4 ，(x + 6 4 Ax 9 y + 0 3 Ay ) 9 

其中心，士， A , « 46 ( 0 , 1 ).令“ — 0 , Ay — 0 取极限，由两个混合偏导数 
都连续，知 

/xy(x,y) =fy t (x,y), 

定理 16.4 证完. 

这个定理可以推广到 n 阶偏导数的情形，即若函数/具有直到 n 阶的连续 
偏导数，则求偏导数与变量的顺序 无关. 这样，二元函数 /( by ) 的 n 阶偏导 
数就可简单地表为 

d n f 

，“ 2 ，…， 71 . 

有了髙阶偏导数，我们来定义高阶全 微分. 函数 u =/( x ， y ) 的一阶全 

微分 

du = f x ( x f y)dx -¥ f y ( x 9 y)dy 

仍是； t ， y 的函数 • 若作为 x , y 的函数，它是可微的，则它的全微分称为 
的二阶全微分，这就是 
d 2 u = d ( du ) = A [ f x {x , y ) dx ] + d [ f y (x , y ) dy ] 

= [ f tx ( x , y)dx + f xr ( x 9 y ) dy]dx + [ f ys ( x 9 y )6 x + f n ( x 9 y ) dy]dy 
= fxx ( x , y ) dx 2 + [ f xy ( x 9 y ) ^/^(x , y)]dxdy ^ f n (x t y ) dy 2 . 

要特别强调的是二阶全微分是一阶全微分作为； r , y 的函数的全微分 .一 
阶全微分依赖于四个独立的变量 y ， dx 和 dy ， 其中 d % 和 dy 是自变量的 
微分，是与: t ， y 无 关的. 因此求二阶全微分时，变童只有; c 和 y ，而 

d ( d ^) = d ( dy ) = 0. 

当混合偏导数连续时，有 

^ f xx ( xyy ) Ax 2 ^2 f xy ( x 9 y ) dxdy ^ f rr ( x 9 y ) dy 2 

为书写方便，我们把 g 和_视为算子，规定 
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㈤ 味卜蒜， 


\d x J \dyj dx l 3y 

i7 4^( a /( J： , y )) = a ^. V ^, «是常数， 


3x n ^ k dy k 


这时 


类似地可定义 
偏导数连续时，有 




y 3x m ' l 3y l l J . * 7 ~ d x n - k dy k dx m ' l dy l * 
k = 0,1,2, •••, n , /=0，1,2, …， m . 

d2 “ 0 + ^) 2 ， ( w ). 

阶全微分为 d"u = d ( d n Mu ). 用归纳法可以证明 


EC 




= ( x 咖〜. 


1 . 求下列函数的偏 导数: 

( 1 ) U = x 2 \n(x 2 ^ y 2 ); 

( 2 ) u = (x + y)cos(xy); 

(3) u = arctan — ; 


= x y 


(5) u 

(6) u 
2 •设 


•in(*y) 


= % y + /. 


f(x 9 y)= 


ysm 


rVo , 


= 0 . 


考察函数在 (0,0) 点的偏导数. 

3. 证明函数“ 在(0,0)点连续但偏导数不存在 

4. 求下列函数的全 微分： 
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(2) u = xe y: + e~ x + y. 

5. 求下列函数在给定点的全 微分： 

(1) u = - ~ f 在点（丨， 0) 和（0，1); 

Vx- + y 2 

(2) UrrlnU + Z ) 在点 (0,1) 和（1，1); 


= 7 f 


在点（1，1，1); 


(4) u = * + ( y - l ) arcsin < y ^ 在点 (0,1). 

6.考察函数 / U ,; y ) 在(0,0)点的可微性，其中 

f . 1 ? 

xysin — ^- j , x ■{ 

/U ， y)= 


7. 证明函数 


/( x . r ) = 


rVo , 


在 ( o , o ) 点连续且偏导数存在，但在此点不可微. 

8. 证明函数 


f(x 9 y) = 


(: 2 + y 2 )sin 


y 2 # 0 , 


的偏导数存在，但偏导数在 （0,0) 点不连续，且在 (0,0) 点的任何邻域中无界， 
而/在原点 (0,0) 可微. 

9.设 


/ U ， y )= x 2 + /’ 


rvo, 

y 2 =0. 


证明 g 和 I ^在 (0,0) 点连续. 
10•设 


/ U , y ) = 


rVo 


证明 / U ， y ) 在 ( o , o ) 点可微，并求 d /( o , o ). 




11 •设 


1 — x 2 + y 2 ^0 9 
f ( x 9 y ) = x + y 

0， x 2 + y 2 = 0. 

(1) * =戈0)， y =： r ( t ) 是通过原点的任意可微曲线（即 /(0) + y 2 ⑻ 
时， * 2 <£) + y 2 (0—0,*( O 、； T ( O 可 微）. 求证 / u (0, y ( f )) 可微. 

(2) / U , y ) 在 (0,0) 不 可微. 

12•设 U |, | y | 很小，利用全微分推出下列各式的近似 公式： 

(1) (l + x) m (l + r ) n ； 


13•设 u =/( x ， y ) 在 矩形 ： a < x < b t c < y < d 内可微，且全微分 dw 恒 
为零，问 / U , y ) 在该矩形内是否应取常数值？证明你的结论. 

14•设 g 在 （ x 。，％) 存在，_在（*。，介)连续，求证 /( x ， y ) 在 （* o , y 。) 可微. 

15. 求下列函数的所有二阶偏 导数： 


( 1 ) u = In 


(2) u = *” I; 


(3) u = xs \ n(x + y ) + ycos ( x + y ) \ 

(4) u = e ,y . 

16. 求下列函数指定阶的偏 导数： 




u = x 3 sin y + y 3 sin x , 求 ^ ^ 3 ; 


(2) a = 


(3) u = si 


- xy 


, 求所有三阶偏 导数； 


r 2 ), 求 


d \ d 3 u 
d ? 9 


(4) u = xyze x *^ z 9 求 




(5) u = 


_； y )， 求 


(6) u = \ n(ax + by ) y 求 :: 

17. 验证下列函数满足 


^ 2 U ci 1 XL 

57 + V =0 - 
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(1) U = ln(x 2 + y 2 ); 

⑵… 2 - y 2 ; 

(3) u = e*cos y; 

y 

(4) u = arctan — . 

x 

18. 设函数 u = 9 (x + 0 ( r )), 证明 

d u u 3 u u 
3x 3xdy ~ dy dx 2 ' 

19. 设 A, / y 在点 Uo,；^) 的某邻域内存在且在点 （&,%) 可微, 

fx r (x 0 ,y 0 ) ^f^ixo.yo). 

§2复合函数与隐函数微分法 


则有 


1. 复合函数的偏导数 

多元函数复合函数的求导法有类似于一元函数的链式法则. 

定理 16 .S 设“=/(*， 7 )，而* = 9(3 “）， r = <p(s 9 t). 若在某点 （ s,t) 

存在偏垮数 g ， g ， 3，又函数/在 （ s , f ) 的对应点 U , y ) (即点 U , y ) = 

(9( s ， t ),4( s “）) 可微，则复合函数 

u=/(<p(s 9 t) 9 <//(s t t)) 

在点 （ K ) 的偏导数存在，并且 

Bu dx 
3 s d x ^ S d y d s ’ 

d X dy 

^i = d~ X Tt^TyTt' 

上述公式称为求复合函数偏导数的链式法则. 

证明我们只证明第一个公式，第二个公式的证明类似. 

给 S 以改变 S 厶，相应地得到 X 和; y 的改变量 

A,x = <p( s ^ As , t) - <p( s , t) 9 
+ ^5,0 - 0(«, O . 

由于 / U ， y ) 在点 u , y ) 可微，有 


Au = + + ciAx + /3 dj , 


其中 lim a = }im /? = 0. 将和代人上式中的与办，两边除以 A 
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便得 


df A,x ^ f^jy ^ Aj _ 
As ~ dx ^ + ° ^ ^ As ' 


令卜0,注意到 If ，3 存在，便得 


du .. △，“ 3 x 3 f £y 

^3 ^ 1^0 As dx + dy d s 


(1 y 

定理 16.5 证完. 

值得指出的是，函数 /( x ， y ) 在点 u , y ) 可微的条件是不可少的.考察函数 

2 

y 


/ U ， y ) = 


今 X = l 、 y ^ t 9 则得复合函数 


y 


0, 


rvo , 
r 2 = o. 



于是有替 L = r ( o ) = 士.若用链式法则，则有 


du 

J 丄 

dx 

dt 

1-0 dx 

( o . o ) dt 


I »0 


+ ^ l (0.0 )^Lc 



可见这时链式法则不成立，原因就在于函数 /( by ) 在 t =0 的对应点(0,0〉不可 


微（上节习题 7). 


例 1 Su = e * siny ， x = 2 st t y=t + s 2 ， 求 

05 ot 

解显然 |^ = e * siny，g = e*cos y 在全平面连续，从而在全平面可微， 
由链式法则 


d u 3 u 3 x d u 3 y 

. = ■ 丨丨 ■_ + » 

3 s Sx ds 3 y 3 s 


=( e*sin y )(2 t ) + ( e*cos y ) (2 s ) 


= 2 e a ( tsin y + 5 cos y ), 

a7 = a ； a7 + a7 a7 = (e s,n y)(2;) + (e cos y ) 

= e x (2 isin y + cos y ). 

复合函数求偏导数的链式法则可以推广到 m 个中间变量， n 个自变量的 
情形. 即若 w =/(々，：《 2 ,…，、）在（：^，：《 2 ，...，、）可微，…， t „) 的所 
有偏导数存在 U = l ,2, …， m )， 则复合函数 


U =/(* 〆“， W”），” •，太 m(:l，《2, …， O) 

在（~，《 2 , •••“„) 的偏导数存在，且下列公式 成立： 
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V • - 1 2 71 

例 2 设 w =/( x ， y ， f )， x = < p ( s 9 t ) 9 y = t / j ( s , t ) 9 求备备^. 

解这里函数有三个中间变量： t ， b 两个自变量既是中间变 
量，又是自变量.由链式法则有 


du ^<p dtjj 

• ^5 3 x ^ S d y 3 s ， 

d u ^ <P d jp d f 

3 1 d x ^ t ^ y St ^ t 

注意上面第二式中左端 $ 是指复合函数 ix 对自变量£的偏导数，而右端第 

三项的 g 是指函数/作为: r , y , £的函数对 f 的偏导数，或说是复合函数 U 对 

中间变的偏导数.请读者注意如何区分和如何正确地使用函数符号. 

复合函数求偏导数的关键在于明确中间变量和自变最，这一点在求复合函 
数的高阶偏导数时显得尤为突出.我们通过举例来说明它. 

例3设 u 二 / u ， y )， x = x ( s f t ) 9 ;r = y ( S , t ) 都有连续的二阶偏导数，求 

复合函数的所有二阶偏导数 YT ， 

ds at <J Sdt 

解由链式法则有 


，: KU , t )) 的所有二阶偏导数 ■ 


3u dx 

^ 5 dx 3 s dy 9s 

3 u 3 f dx 

31 d x 31 d y d t 


在求二阶偏导数之前，先明确变敏之间的关系.^和 g 仍是 L 7的函 
数，而 I y 又是 s , z 的函数，用下图简单地表 示为： 

M ^ f\ X {t 




因此 g ， g 是中间变量为^ 自变量为 s ， t 的复合函数，在求 

總， Ts [ jy \' 聽时要再-次用链式法则•因此 
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= l^fdx d\f_dy\dx ifd^x I d x S 2 fSy\dy df djy 
\d% 2 ^xdy 3s) ^s ^ dx ds 2 ^\^y^x dy 1 ds) ds + ds 2 


a 2 u 

d$dt 


dx 

d x 2 ^ xdy 3 s I ^ s T d x ds 2 ^ \^y^x dy 2 dslds dy ds 2 

^ 2 f (Sx\ 2 ^ a 2 / d x By a 2 //ar\ 2 s 2 x a/ a 2 r 

s i?\r 5 ) +2 “J^ + pU) + 

^t\dx) dx ^sdt 3t\dy) ds 3 sd t 

J ^^ + ^ l ^\££ + ^^ + (^ L ^ + ^! r\?r + y^r 

\ dx 2 3xdy dt I ds dx ^sdt \ dydx dy 1 dt I ds By dsdt 

— = A (^/)££ + £/£!£.±( fZ )£2： + £/^i 

d ^ t \ dx I ^ ^ 3X ^ t \ dy ) d t ^y 31 2 

J 空 ££ + 1 却 k + 义 £!£ + f 立 h +h + 

\dx 2 ^xdy dt ) dx d t 2 \dydx d y 2 dt ) dt dy d t 2 


d 2 U 


例 

连续. 

解 


= ^ f££\\ 2 jV 

d x 2 ' d xd y 31 d t dy 2 \ I Sx d t 2 dy d i 2 

设 u =/( ，求 


du S 2 u 3 2 


^ xdy ' 


假定所出现的一切偏导数都 


令 e = 


xy 9 rj 


x_ 

y 


则函数 u 是以 f , 7 为中间变 M *, : y 为自变贵的 


复合函数，因此用链式法则.为了书写方便，我们常用记号 


/| = 


W ，7) 




fi = 


W ，7) 


d V 


因此 




d 


/2 ^ = ^ 


知. 


注意到如下的函数 关系： 


f\，h 


A： 

? { 


则 


S 2± 

dx 2 


r^(/i) + T ^(/z) 


y dx 


” (/" If +,4 f 卜 +(, K ) 
= y(^H + ^2) + 十 (#21 + >22) 

=rVll + V\1 + >,22 ， 
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f x ty =/> + r ^(/.)- p / 2 + y 

=/i + y ( fi ' 3 4 +/l2 ^)~? /2 + 十 (’ 21 骛 +/22 ^) 

= /i + r(^n- pfiz) - p/ 2 + y( ^21 - $/22) 

= W " -，,22 +/l - 

这里 / u ，/ l 2=/21* /22 的意义自明，例如 

f Jll 

我们再举两个例子说明复合函数求偏导数的链式法则的应用.含有未知函数及 
其偏导数的方程称为偏微分方程.例如 

f^u 3 2 u 3 2 u a ( v 

P w =o ⑴ 

是一偏微分方程.解这个方程就是要找出函数 u = u (* tr , z ), 把它的偏导数代 
入 （1) 成为恒等式.又如 

d z dz 

^” 石 = % ⑵ 

也是偏微分方程，解这个方程就是要求出函数 2 = z (*, y ), 把它的偏导数代人 
(2) 成为恒等式.和求解常微分方程类似，为求解偏微分方程，常常需要对自 
变 t 或因变 ft 作代换，将方程化为易于求解的形式. 


例 5 对方程 


作 自变班的变换？ 


dt2 - dx 2 -- 

变换为 u 关于 f , 7 的偏微分方程，然后求解. 
解 先明确函数 关系： 


，将方程 


由链式法则得 


dll 3^ S U ^ V d u 

Tk dt " ~ a ^? + a 


d t 3rj dt 
I d 2 u d 2 
a w St 


drjd 安 


^ ^ Sr, 9 

il \ { d 2 _u a ? d 2 u iv \ 
dtl -a Uf 2 dl^d^Trj dtl 


= fl2 ( 穹 +_- 2 载)， 
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4 


^2 

T x 

dz 

d y 

代入方程得 


”(ff 

… iff 


y 

d u d w ^ 

+ dx 


lu 

d y 


d 


_ _ iv 
d v ^ y 


+ 1 )q( 2 y l !- 士 If +1 ). 


A 2 


a ； 

a 


S w 


即 


由于 


, ) _ K ( 2 y l ^ _ 7 lf + 1 ) =(y ~ 

杉-浪 = o _ 


(7-5) 


_ o ，得 


d w 
dv 


= 0 . 


因此 W ^ f(u) = f(x 2 •¥ y 2 ) t 

从而 z = e ^ 2 ” 2> ””.， 

其中 / 是任意可微 函数. 原来的方程只含 z 的一阶偏导数，是一阶偏微分方 
程，它的上述“通解”也就自然只包含一个任意函数. 

关于偏微分方程的解法和理论，有专门的书籍讨论，我们不在此多讲了. 

2. 复合函数的全微分 

在上一节我们已经知道函数的全微分为 

dw = lf dx + ^ dy - 


为 


进一步若 * 51 ^^^)， y = ip( 
, r 的函数，其全微分为 

du =^ d 5 + ^dt 
St 


,0, 则复合函数 a =/( 以 5 ,0以（ 5 ,0)作 


= ( 3 r x d f s + d r y ^) ds + ( 3 r x rt + 3 r y 7；) dt 

dt ) + ^($ s + » 


& 


dx 

Tt 
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= > + 》， 

比较上面第一个等式和最后一个等式，它们的形式是完全相同的.也就是说 
函数 u 不论作为自变量的函数，还是作为中间变量的函数，其微分 du 
的表达形式是一样的.这一性质称为一阶全微分形式的不变性.它告诉我们在只 
含一阶微分的公式中可以任意代入变量，这和一元函数的一阶微分形式的不变 
性是完全一样的. 

值得注意的是，在全微分 

du = ^dx + 

中，若是自变里，则 

d ( dx ) = d 2 x = 0, d ( dy ) = d 2 y = 0. 

但若 y 是中间变 * = y =0(5, O , 则 dy 就是函数的微分， 

而不是自变量的微分.一般说来， dz 、 dy 是 s 、 f 的函数.因此 

d ( d %) = d 2 x ^0, d ( dy ) = d 2 y ^0. 

故二阶全微分为 

=d (ff) d * + d (g) d ”lf d2 * + 》 

= O + 表 dy 卜 + ( 表 d * + W + 3 r/ x + 3 r y d2 y 

备一0叫 + [ 弘令小 

当 X ， y 不是自变 馕时， 第二个括号不为零.可见二阶全微分对自变最和中间 
变擞，其表达形式不再相同，因此二阶全微分不再具有形式不变性.这和一元 
函数的情形也是相同的. 

3. 隐函数（组）的偏导数 

下面介绍隐函数及隐函数组的偏导数 求法. 这里我们总假设所求的偏导数 
存在，也就是说，是在这个前提下来介绍求导的方法.至于在什么条件下偏导 
数存在，将在下一章进行讨论. 

(1) 一个方程的情形 

在第四章§3,我们已经介绍过形如尸 U ，； r )= o 的方程，如果它能确定隐 
函数 y =/(：0, 并且可导，那么我们无 需把; r 解为 x 的显函数，就能求出它的 
导数. 事实上，只要在方程中把 y 视为％的函数，即 

F ( x 9 y ( x )) =0， 
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利用复合函数求导的链式法则，在方程两边对 x 求导，得 

P x + =0. 

若则 

• f 、 F :( x ， y ) 

将这个方法进行推广.对方程 F (: t ,； K , z )=0, 在几何上，它是空间的曲 


面.假设它能确定隐函数 z = z (*, y ), 且对 x 和 y 的偏导数_都存在. 

为求出它们，将 2 = z (^0 代入方程得 x 与 y 的恒等式 

F(x 9 y 9 z(x t y )) =0. 

用复合函数求偏导数的链式法则，在方程两边分别对 x , y 求偏导数，得 


F * + F : ff =0 , 


F * f ^ =0 - 

F s ( x , y 9 z ) Bz _ _ F r (太， y ， z ) 

F > ( x 9 y 9 z ) 9 " F x (*, y , z ) • 

例 7 设 F (+ z ,«) =0, 求 M ， _， 

解假定方程能确定隐函数 Z = Z ( x ,： y )， 且涉及的偏导数均存在.用对 
复合函数求偏导数的链式法则，在方程两边分别对 x 和 y 求偏导数，得 


Fiy+F 2 ft + M z+x ff ) =o ， 

(4) 

F ia ：+ F 2 (l + |^) + 〜|^=0， 

(5) 


解得 


若厂#0,则 

d z 

r x 


为求 


沪 Z 
dxdy ， 


3z_ _ y f \ zF Z 
" F 2 + xF 3 ’ 

_ 一 尸 2 + 

- F 2 + xF ^ * 

在 (4) 式两边再对 y 求偏导数，记住如下函数 关系: 
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Fl ， f 2 ， 


2 


y 


r 


Sz_ Sz x 

dx 9 dy y 


这时有 


F 1 + r [F n x + F I 2 (l-f|^) + F 13 xf^] + 

+ If [ &+〜( 1 + 鈐 ) + ^ 


d 


y 


3 x^y 


) F 3 - f ( z - fx |^)[ F 3 I x + F 32 ( l + |^) + F 33 x |^]= 


3 Z ^2 /k 

rl 2 Z 

SxSy 


£ 代人上式，即可解出 


3 1 [ + y ( xF n + f i2 ) 


F 32 )]( F 2+ xF 3 ) 2 - 


( f 2 + w — 31 

[xF 2 i + 尸 22 + x(xF^i + ^32 ) ] ( y^\ + ^3 ) ( F 2 + xFy ) - 

[y(Fi2 + ^13 ) + f 3 + z( f 32 + xf 33 )] (f 2 + *f,)(f 2 + xF 3 ) + 

[尸 22 + *^23 + *( f *32 + *^*33 ) ] ( I + zF 3 ) ( F 2 + xF \ ) | . 

对于更一般的方程中有 ri 个变量的情形，即…， x „)=0. 若方 
程能确定隐函数％ =/ U ,, x 2 ，…，〜^),且涉及的偏导数存在，则同样可用 
链式法则求得 


df F x (x l9 x 29 — 9 x n ) 

S%i ~ F s (x l9 x 29 - 9 9 x n ) f 


= 1 , 2 , 


例8设 u =/(x + u/，y - o /), 求努， g ，_• 

解假定方程 u =/ U + i ^， y - aO 可确定隐函数 
的各偏导数存在.在方程两边对 t 求偏导数，得 


,y,t ) 9 且涉及 


= (“ + r f ?)^-( u 〃 lfk 2 . 
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同理在方程两边分别对*和7求偏导数，得 


- S 


分别解得 1^ = ： ~~ 71— 

du _ f 2 _ 

W = l + “/ 2 -/ 丨). 

此例若利用一阶微分形式不变性求解，会更简单.由一阶微分形式不变 

性有 

du = /|d (x + ut) + / 2 d (y - ut) 

= f\ (dx + tdu + udt) + fi (Ay - (du - udt) , 

移项后得 

[1 + t(f 2 -/|)]du =/id* +/ 2 dy + u(/, -/ 2 )dt ， 
nn • /id*+/ 2 dy+ u (/,-/ 2 )dt 

BP du = rTT ^ M ~~ ’ 

£u _^2_ 

a r"i + ^ (/ 2 -/i) f 

du _ “ （/l • fl 、 

(2) 方程组的情形 
设有方程组 

r f (* ， r ， z) = o, … 


du = 


因此 


I G (x ,y 9 z) = 0. 

在几何上，它表示空间的两块曲面相交的交线，即它是一条空间曲线.因此它 
只有一个独立变量.不妨取 x 为独立变量，则 y 和 z 依赖于 l 若存在 Z > C R , 
对任意的有唯一的数对 （ y , z )€ R 2 , 使得方程组 (6) 成立，则说方程组 
(6) 唯一地确定了两个隐函数（隐函数组〉 

y - y (:)， z - z (*)• 

进一步，若这两个隐函数可导，为求出/(幻和 / U ), 将两个隐函数代 
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人方程组 (6), 得恒等式 

\F ( x , y ( x ) yz { x )) =0, 

I G ( x 9 y ( x ) 9 z ( x )) =0. 

这样方程组中每个方程左边都是 z 的复合函数.在方程组 (7) 中两边对 x 求导 
(设所出现的偏导数与导数存在），由链式法则得 


G ,+ G r /( x ) + 


F / { x ) =0, 

G / U )=0. 


这是关于 /( x ) 和/(幻的线性方程组.根据克拉默法则，若系数行列式 

Fy F : 

尹0, 

G y G t 

则上述线性方程组有唯一解 / U ), Z f ( x ). 

为书写方便，我们把上面的行列式记为 

W) F r 

a (y “） G y g, 9 

并称之为函数厂 G 关于变 fty , Z 的雅可比 ( Jacobi ,1804—1851) 行列式，也称 
为函数行列式.这样线性方程组的解可以表为 


/ U )= - 



3( F ， G ) 

3 (x , z ) 
d ( F ， G ) 
Hy . z ) 


HF , G ) 

d ( y 9 x ) 

3(F 9 G) 

S ( y , z ) 


Hy , z ) 

S ( F y G ) 

d ( x 9 y ) 

HHG ) 

^( y 9 z ) 


9 求方程组 { X + ” Z = () 所确定的函数的导数 

Uyz = 1 a* 


解 该方程组确定函数组 y = y U)，z = 
由复合函数求偏导数的链式法则得 


). 在方程组两边对: t 求导, 


:，=0, 


72 ^ xzy 


' =0. 


解方程，得 
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y = 


lZ = ^( r - z )- 
当然，也可以用公式 (8) 计算，得的结果是一样的. 
为求 / U )， 我们将 (9) 式写成 

(xy - xz ) y ' ^ yz - xy 9 

注意到 xyz =\ 9 故又可写为 


y \z - %) 

V{y^z ) 9 


(10) 




上式两边对欠求导，注意 y 、 z 都是*的函数，有 




将(9)、 （10) 两式代人上式，即得 


y - z H = [ : _ r __ Z- X \ y (z- x) / ^1 X- y \ 

yz \zx (y - z ) yx (y - z)j x (y ~ z ) \ x 2 zx (y - z )) 

y (* - y) - z(z - x) r (z - x) x( % - y) - z( y - 2 ) 

= — - --- «f - y 

r - ^ x {y - z ) x (y - z ) 

一 - yz[{z - x ) 2 •¥ {y - z ) 2 ■¥ {x - y ) 2 ] 

T(y-7) 2 , 


从而 


„ _ 一 ( yz ) 2 [(z - a :) 2 -f (y - z ) 2 -f (x - y ) 2 ] 

x (y - z ) 1 

_ ( z - x ) 2 +( y - z ) 2 +(x - y ) 2 

太 3 (y - :) 3 

例 10 1^. x - rcos 6 , y = rsin d , 求 

d X ox By dy 

解这里方程组 


x = rcos d 
y = rsi 


y = rsin 6 


( 11 ) 


确定了函数组在方程组 （11) 两边对 x 求偏导数，有 


0 - rsin 0 


O^^sin 6+ rcos 6^. 
d X dx 


系数行列式为 
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故解得 


cos 

6 

-rsin 0 

sin 

6 

rcos 6 

Sr 1 

1 

- rsin d 

3x~ r 

0 

rcos 6 

dd 1 

cos 

e l 

dx_ r 

sin 

0 0 = 


= cos d 


方程组 （10) 两边再对7求偏导数，有 


由此解得 


dr . . ,36 

0 = —cos o - rsin o , 

d y d r 

1 = v^sin 0 + rcos 6 , 

* ay a y 

.a 3d COS 6 


^ = sin ^ d /， 

d r d y 


用上述方法，要解两次线性方程组.若利用一阶微分形式不变性，则运算 
会简单许多.事实上 


jdx =cos ddr- rsin 6dd, 
Idy = sin 0dr + rcos Odd 9 


这是关于 dr 和 d 0 的线性方程组，解为 

dr = cos ddx + sin ddy 9 

>= -甲 d “宁 dy. 

已知 dr = + * 


故有 


1/3 dd A 3 ❻ A 

d r 。 dr • 

^ = cos 0， j - = sm 


£0 _ sin 6 30 _ cos 6 

T x " d ~ y ^~7~ 9 

现在只要解一次线性方程组，就可同时求出所有四个偏导数. 


1. 求下列函数的所有二阶偏 导数: 

(1) u =f(ax,by); 

(2) u =/ {x y y x - y)\ 
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⑶ u =f(xy 2 ,x 2 y); 

(4) u=/(y,-^); 

(5) u : f {x 1 + y 2 + z 2 ); 

(6) u =/ I x + r• 

2 •设 z = ; 7 - / ---. 其中 / 是可微 数，验证 

I 3 z 1 Sz z 
x y dy y 2 ' 

3 . 设 r = X ，_7)， c 为常数，函数 g 二阶可导 ， r = /77 pT 7 2 . 

证明 

d 2 v d 2 V 3 2 V \ d 2 V 

4. 若函数 / U ,； r , z ) 对任意正实数 t 满足关系 

f {tXytjyU) - t"/(X ， y ， Z )， 

则称 / U ,： T , z ) 为 n 次齐次函数.设 / U , y , z ) 可微，试证明 / U , y ， z ) 为 n 
次齐次函数的充要条件是 




5. 验证下列 各式： 

(1) u^<p(x 2 ^y 2 ) t 则 y |^- x _ = 0; 

(2) u ^ y<p (x 2 - y 2 ) 9 贝 1 』欠 g f •， 

(3 〉 u ^ xcp {x ^ y) •¥ y^p (x ■¥ y), 贝 ！ - 2 ^ =0 ; 

⑷ “ = 0 + 七)，则 /0 + 2 xy £^” 令 =0 . 

6 . 设 u=/U ，； r) 可微，在极坐标变换 

x = rcos 6, y = rsin d 

下，证明 

u 1 3 u 1 a 2 u - ^ 2 u u 

i 7 + 7 a 7 + 7^ = a 7 + a 7- 

7 . 设 2 =/(2, 7 ) 可微，在坐标旋转变换 
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0 , r = 


下（其中旋转角0是常数）， 证明： 


(ff) 2+ (f ； ) 2= (ff) 2 - 

这时称 + (|^ 2 是—个形式不变®. 

8. 设函数 u =/ U , y ) 满足拉普拉斯方程 


(If) 


证明在下列变换下形状保持不变，即仍有 


a 2 1 / d 2 


= o . 


⑴ * = s 2 -f t 2 ， 7 = s 1 -¥ t 2 ； 

(2) x = e s cos t , y = e J sin e ; 

(3) * = 9( s ,0* y = tp ( s ， t ) 满足 这组方程称为 

0 5 ot dt d s 

柯西-黎曼方程. 

9 .作自变谩的变换，取匕7, ？为新的自变 fi : 

(1) 6= x , i ; = x 2 + y 2 ， 变换方程 y g - x g =0; 


(2) m 、C = z - x , 变换方程 g + 

10. 作自变撤和因变最的变换，取 u , t ; 为新的自变 ft , 
的因变 M : 

(1) u = x + y , r = — , w = 变换方程 


du 9 


= 0. 


,«;) 为新 


f? -2 a^ + f7 =0? 


(2) 设“ = f , t ； = ^, w = xz - y 9 变换方程 

a 2 z h 2 

W 2 ^ = 

11. 求下列方程所确定的函数 z =/( x ，； r ) 的一阶和二阶偏 导数: 

(1) e” ， - 2z + e:=0 ; 

(2) 太 + 

(3) xyz = * + y + z ; 

(4) « 2 + y 2 + z 2 - 2 a : + 2 y - 4 z - 5 = 0. 

12. 求由下列方程所确定的函数的全微分 dz : 





(1) Z=/(x2,Z - r )； 

(2) F ( x - y , y - z , z - x )-0; 

(3) /(* + y + z , a : 2 + y 2 + z 2 ) =0; 

(4) /( x , r ) + g ( r , z )=0. 

13 •设 z - z ( x , y ) 由方程 


〜(爹） 

所确定.证明 

^ 2 - y 2 -^ r x ^ r y = 23a - 

14•设 z = 其中为由方程; t 2 - 矽 

数，求砮 和祭. 

15•设 u = x 2 + y 2 + z 2 ， 其中 z =/( x , y ) 为由方程 
定的隐函数，求 

d x d x 2 

16. 求下列方程组所确定的函数的导数或偏 导数： 


=1所确定的隐函 


= 3 xy 2 所确 


定的隐函数，求 : 


{《”:+〜，畤，卜 

ix 2 ^ y 2 = ax 9 ox ox 

Jx- u 2 - yv = 0 9 3 U d v du Sv 

U -沪- 似=0，求巧，巧， 

fu 2 - t; = 3x + y, au lu dv^ 9v 

U -2, 2 w 2 y , 水 G ， 石，石; 

= ^d 2 u S 2 U 3 2 u 

U 2 + r 2 + z 2 = l , ^^7 29 V 5 


y 2 + z 2 = l f ⑨ d ? 9 


17 •下列方程组定义 z 为 x , y 的函数，求 

f x = COS 0 COS (p f tx- 

y = cos dsin <p 9 ( 2 ) |y = 


3 z 3 z 
Ty 


3 几何应用 


本节我们将利用偏导数来确定空间曲线的切向貴和空间曲面的法向量.在 
这里，复合函数求导法和隐函数(组）求导法是强有力的工具. 

在本节中我们假定所涉及的导数和偏导数总是存在的. 
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1. 空间曲线的切线与法平面 

求空间曲线的切线与法平面，关键在于求曲线的切向 ft 若已知曲线上 

一点（:处的切向量为 

t ( x 0 , y 0 t z 0 ) = ( A 9 B 9 C ) 9 

则曲线在该点的切线方程为 


x - x 0 y - yo z - z 0 

曲线在该点的法平面方程为 

A (x - x 0 ) B (y - y 0 ) + C (z - z 0 ) =0. 

因此下面我们只讨论如何求曲线的切向量 r. 

设曲线由参数方程 给出： 

L：x ~ x (0 * y = y ( 0 * z - z (f), 

曲线上一点 P (以，九，2 0 )处的切线定义为过 /> 

点的割线 pq 刍 q 点沿曲线趋于 p 点时的极限位 a 
(图 16-5). 设£ =化时对应曲线上的点，即尸点 
的坐标为 UUohyUohzUo )), 而<?点的坐标为 
Q ( x ( t ), y ( t ) 9 z ( t )). 于是割线 />(? 作为向 fi 可写成 
( x ( t ) ~ x ( t Q ) t y ( t ) - y ( t 0 ) , z ( t ) - z ( t 0 )) , 

它平行于 

x (t) - x(t 0 ) y(0 - y(t 0 ) z O) - z (t 0 )\ 
t - h ’ t - t 0 ~ ， V - t 0 ) 9 

令取极限，这时 0 趋于/ > 点，于是割线就变成为切线，从而割线上的向 
鼂就趋于切向量.故曲线在 P 点的切向撤为 

t = ± ( x r ( t 0 ) 9 y ( t 0 ) 9 z ' ( t 0 )). ( l ) 

特别地，若曲线 L 由方程 

y = y (x) 9 z = z (x) y a^x^b 

给出，则这时可视 x 为参数，即有参数方程 

L: x-Xy y - y (x) , z = z (x) 9 a^x^b. 

当太=* 0 时，记 y 0 = y (太 0)， z 0 = z ( x 0 ) 9 这时由 （1) 式，曲线在 P (文 0 , 
点的切向童可取为 

r = ± (1 ,/( x 0 ) ( x 0 )). (2) 

更一般地，若曲线用两曲面的交线给出 

乙 ！ F ( X ， y ,2) =0， 

(%,y,z) =0, 





上的点.设 t 述方程组在点的某邻域内能确定函数 
组 y = y ( x )， 2：= Z (*) 满足 y 0 = y (* 0 ), 2 0 = 2 (x 0 ) 9 且 /( X )和 /( X )存在， 
则由 （2) 式，只要求出/(^)和 〆 U 。) 便可得到曲线在 f > 点的切向量.由隐函 
数组求导法，在方程两边对 Z 求导数，得 


lC x + C y / + G/ =0. 

当雅可比行列式时，解得 


Uo)= £(7： 

^(7： 


1 (x Q ) = 


d ( x 9 


Hy,z) 


代人 (2) 式得曲线在/ MX 。，％ 〆 。) 点的切向量 

a(F ， G) 

r - ± ! d ( z 9 x ) _ 

T ~ ± 19 d(F ， G) 9 


F,G) 

x>y) 


3 (y , 


d ( y 9 z ) 


也可取与之平行的向 ft 


_ , f W) d(F ， G) 3(F,G)\ 

~ ^ d (y 9 z) 9 3(z,x) 9 d(x 9 y) I p' 


例 1 •求两 柱面: + 況 2 , x 2 


线方程和法平面方程. 

解令 


=尺 2 的交线在点 ( m ) 


， y ， z ) = 


r 2 -«S 

Z 2 - R 2 . 


这时曲线方程为 

[F(x,y 9 z)=0, 
1 G ( % ,z) = 0. 


2x 2y 0 
2x 0 2z 


d ( F 9 G ) 

d (. y 9 z ) 


2y 0 
0 2z 


= 4 yr , 
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求空间曲面的切平面与法线，关键在于求切平面的法向量 n . 若已知曲面 
上一点 P 外) 处切平面的法向里为 

n = (A\B\C ) 9 

则曲面在该点的切平面方程为 

A 1 (x - xq) •¥ B f (y - jo ) + ( z - zq) = 0. 

曲面在该点的法线方程为 


x - x 0 - y _ ro 一 z - z 0 
— /T— = ^ =_ cT ■- 

因此下面我们只讨论如何求曲面的法向量 / I . 

设曲面方程为 

TT : F ( x 9 y f z ) =0. 

在曲面上任取一条过 P 点的曲线，设其方程为 

x = X (t) 9 yzzy(t) 9 Z = 2 (t) 9 

这时有 

F ( x ( t ) 9 y ( t ) f z ( t )) =0. 

设 f = h 对应于点 PUwyodo )， 由复合函数求导法，两边对 f 求导并令 t = 




§3 几何应用 


之 0 ， 得 

F x (x 0i y Q9 z 0 )x , (t 0 ) + F y (x 09 y 09 z 0 )y r (t 0 ) + F z ( x 0 9 y 0 9 z 0 ) z' ( t 0 ) =0. 
写成向量的内积形式 

(F st F y9 F t ) P •“， O 0 ) ， /(t 0 ),z ， O 0 ))=0. 

上式表明向量 lG , F y ， F ,| P 与曲面上任一过 P 点的曲线在点的切线垂直， 
因此这些切线在同一平面上，这平面就是曲面在 P 点的切平面，而这个切平 
面的法向量就是 

/!= ±(F x9 F y9 F t )p , ⑷ 

它也称为曲面在的法向量. 

特别地，若曲面方程为 

ic : z = f ( x 9 y ), 

则只要令 

F ( x 9 y 9 z ) = f ( x 9 y ) - 2 , 

由 （4) 式即得曲面在点的法向量为 

n= ± (/../ r *-0 ( , o . VXo ). (5) 

最后，设曲面由参数方程给出 


r = r 


tV ) , 


当（“，。。（“。，叫彡时对应曲面上的点 p ( x 0 t y 09 z 0 ). 若方程组 x = % ( u 9 v ) 9 
y = y U , v ) 可确定函数组 u = “ （：， y ), i ;= «； ( x 9 y ) 9 满足 u 。= u ( : 0 , y 0 ), 
Vo = v ( x 09 y 0 ) 9 代人 z=2(u,t;), 则 z 是 X、 y 的函数 z=z(u(dO,i ； ( 太， 

y )) 且^ >= 2： UU 0 ， yo )， i ； U 0 , yo )). 于是由 （5> 式，只要求出和便 

可得曲面在/>点的法向量 • 为此，我们用隐函数求导法求 z = z ( u , t ;) 对 u , t ; 
的偏导数，得 

3z d Z d X d Z 

0u~ Sx du du' 


3 z Bz 3 x 

3 v d X dv 


S_z 

d y 3 v * 


这是关于 
法则解得 


3 z 3 z 


d 7 


的线性方程组，当雅可比行列式 


£z 

T x 


p 


^() TyZ ) 

d ( u 9 v ) 

d ( x , y ) 

^( u . v ) 


d 7 


a (:， y ) 

^( u 9 v ) 


Hz 9 x) 

^( u t v ) 

d ( x 9 y ) 

d ( u t v ) 


#0 时，由克拉默 
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代入 (5) 式并消去公共因子，即得曲面在 P 点的法向量 

_^ / a ( y ， z ) ^( z 9 x ) ^( x 9 y )\ 

\d(u 9 v) 9 ^(u 9 v)'d(u f v)l p 

例 2 求椭球面 ^ + 2/ + 3z 2 = 6 在 （ 1,1,1) 点的切平面方程与法线方程 . 
解令 /^ ， y ， z) = x 2 + 2y 2 + 3z 2 - 6 ，则 

n = ( F x ， F y ， F/) I (i,i,i) 

=(2*,4y,6z) | (liltl) 

= 2(1,2,3)， 

故所求的切平面方程为 

(*-l)+2( r -l)+3(z-l)=0, 

即 %+2 r + 3z-6 = 0, 

而法线方程为 


3 • 


例 3 求球面 


x = cos dsin 9 * 
y = sin dsin <p , 
z = cos <p 

在对应于 0=9 = f 处的切平面方程和法线方程 . 


解用公式 (6 ) .由 


(dx 

d y 

dz\ 


se 

36 

a x 

d _y_ 

Sz 

、 d< p 

d (p 

d 9) 


- sin 6sin cp cos dsin <p 
cos dcos (p sin 0cos <p 


从而 


d (y 9 z) 

d (0 9 <p) (5.3) 

^( z 9 x ) 

a (0， 9 ) (:,;) 

Hx 9 y ) 

( u ) 


沒 sin 2 9 ? 


6sin 2 <p 


<pcos <p 


(5.5) 


(5,5) 


( 4'f) 


72 
_ 4 ， 

72 
- T - 


=-^(1,1 >/2). 


又 0 = 时 U’yd = ( +，+, 夸)，故所求的切平面方程为 

(*-y) +(r-y) + 斗 - 夸 )=o. 

即 x + x + V22 -2 = 0, 

而法线方程为 



题 


1. 求下列曲线在所示点处的切线方程和法平面 方程： 

(1) x = a sin 2 3 1 , y = bsin tcos t , z = ccos 2 r , 在点 f = 

(2) 2^ 2 + 3 y 2 + z 2 = 9, z 2 = 3* 2 ” 2 , 在点 （1，-1，2); 

(3) x 2 + y 2 + z 2 -6, x + y + z =0, 在点 （1,-2，1); 

(4) x = r - cos /, y = 3 + 6 in 2 1 , 2=1+ cos 3£, 在点 t = 号. 

2. 求下列曲面在所示点处的切平面方程和法线方程 ： 

(1) r - e 2 ^ 4 =0, 在点（1，1，2); 

(2) $ + ^ + * = 1 在点(为，*# 

(3) z = 2* 2 + 4： y 2 在点(2，1,12); 

(4) x = ucos v f y = usin v t z = at ; 在点/ （ u 0 ， t / 0 ) • 

3 •证明曲线： = ae’cos Z ， y = ae*sin t , 2 ： = ae ’ 与锥面 x 2 + y 2 = z 2 的母线 
相交成同一角度. 

4. 求平面曲线 x 2/3 + y 2/3 = a 273 。>0) 上任一点处的切线方程，并证明这 
些切线被坐标轴所截取的线段等长. 

5. 求曲面 x 2 + 2 y 2 -f 3 z 2 = 21 的切平面，使它平行于平面 x +4 y +6 z = 0. 

6•证 明： 曲面尸（文-02,；^-6 2 )=0的切平面与某一定直线平行，其中 
a ， 6为常数. 

7. 证明曲面 z = 的每一切平面都通过 原点. 

8. 求两曲面 

F ( xjy 9 z ) =0, G ( x 9 y 9 z ) =0 
的交线在 Oty 平面上的投影曲线的切线方程. 
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§4方向导数 


我们已经知道，偏导数给出的是函数沿坐标轴方向的变化率.然而许多实 
际问题中常常希望知道函数沿任意方向的变化率.例如热量的传导、空气的流 
动、气压的改变等，沿各个方向的变化率一般是不一样的.下面我们仿照偏导 
数的定义，引出方向导数的概念. 

设函数 u =/( ty , z )， 其定义域是空间某区域.在定义域中任取点 
P 0 ^ Q 9 y 09 z 0 ) 9 由偏导数的定义知，函数 u 在 P Q 点关于 x 的偏导数定义为 


3 u 
3% 


f(x 0 -¥Ax t y 0 t z 0 )-f(x 09 y 0 ,z 0 ) 
urn -;- 


考虑上 >0,并记 / >=Uo + At . yow ), 这时 Ar 就是 P 与 P。 点的距离 r (/>, 
P 0 h 于是上面的极限可用点和 P Q 表示为 

•• /(P)-f(Po) 

lim -- - -— • 

r(p./» 0 )-o r (P,P 0 ) 

注意这里 P 点是始于 Po 点且与 x 轴同方向的射线上的点.如果将点限制在 
始于 Po 点的另一射线上的点，便得到方向导数的定义. 



图 16-7 

定义16,3设三元函数 《 x =/( x , y ， Z ) 在点 P 0 (* 0 ， y () ， Z o ) 的某邻域内有定 
义，任意给定始于点 P G 的射线/, />(〜：^，2)为/上且含于定义域内的点.若 
极限 

,• /(P)-/(P 0 ) ,• ^if(Po) 

lim -----= lim --- - 

r(p.P 0 )—o* r ( ^ * ) r</».P 0 )—o* r ( ^ ， Pq) 

存在，则称该极限值为函数 / 在点/沿方向/的方向导数，记为 M 或 








•31 • 

4/(/^) 称为函数在 P Q 点沿/方向的增量.若/的方向余弦为 

/© = (cos a , cos cos y ) ， 

P 点为 （ ， y 。+ Ay , z 。+ Az ), 这时 , Az 不是独立的，它们满足 

Ax _ Ay 一 Az 
cos a • cos 芦一 cos y ， 

或 /o = (cos a , cos P ，cos y ) 

= 含( A ，#, Az )， 

其中 P = r (P 9 P 0 ) = V (Ax ) 2 + (Ay ) 2 + (Az ) 2 . 

当办=&=0时， f 的方向即为： t 轴的正向（上 >0) 或负向 （At <0). 若&> 
0,则 

31 dx • 

即^^就是函数在点沿 x 轴正向的方向导数同理^^2, 分 

dy d z 

别是函数在 P Q 点的沿 y 轴和 z 轴正方向的方向导数. 

下面的定理提供了方向导数的简便计算方法. 

定理 16.6 若函数 /( x ， y ， z ) 在点 A (:^八““可微，则 /( x , y , z ) 在点 

匕沿任何方向/的方向导数都存在，且有以下公式 

^ f ( Po ) ^ f ( Po ) ^ f ( Po ) ^ f ( P 0 ) 

~JT~ = -^7~ C0SQ + -^-eos^-^-cosy. 

其中 cos a ,cos /3 f cos y 是 / 的方向余弦. 

证明设 />( u , z ) 是射线/上的任一点，则 

x - x 0 =： Ax = pcos a , 
y - y 0 = Ay = pcos p , 

Z ~ Zq = Az = pcos y. 

p = V ~( Ax ) 2 + (^ y ) 2 + ( Az )\ 由于函数 /( x , y , z ) 在/ > 0 ( x 0 , y 0 ， z 0 ) 可微，由 
定义有 

广⑺ r ⑴ df(Po \ Wo )， a/(Po) i r > 

/( P) •/ ( 尸 0) = - ； - At + - Ay + — r - Az + 0 (p) 

ox dy dz 

对任意 At , &都 成立，特别对满足上述关系的 A 有 

/(P)-/( Pp) 
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Po) Ax ^f(Po) Ay ^f(Po) Az o (p) 

3x~ ~p^~~dy 7 + dz 7 + 9 

^f(Po) ^f(Po) ^ ^f(Po) o(p) 

= - - - cos a + - - - cos p + --- cos 7 +- 

ox oy dz p 

令 <0—0 取极限即得 

^f(Po) ^f(Po) a/(P 0 ) , d f(Po) 

- = - cos a + —^- cos a + :- cos 7. 


定理 16.6 证完. 

定理中的公式又可用矢®的内积表示为 


d A Po) = / ^/ £/ a/\ I 

31 '\rlx 9 dY^zl 


p,cos y ). 


对于二元函数 M =/( X ， y ), 它在/ ^( X 。，，。） 点沿任一方向 / = 
/?) 的方向导数为 

a /( x 09 y 0 ) ^/( x 09 y 0 ) df ( x 09 y 0 ) 

---=--- cos a +--- cos P 

al dx oy 




例 1 求函数1/ =叮 2 + 2 3 -.^在点（1,1,2)处沿方向/的方向导数，/的 
方向角分别为 60°, 45。， 60。. 

解/的方向余弦为 


cos 60°, cos 45°, cos 60°) = U ， f ，士 ) • 
/au a_u aa\ I 

U ， 衿，心）| (1 丄 2> 

=(/_ yz ， 2xy- xz,3z 2 - xy )\ {ult2) 

= (- 1 , 0 , 11 ). 

= (-l ， 0 ， ll).( + U =5. 

d.1.2) \ 2 2 2 / 


1 •设/(太，：)^)=戈 + / + 2 3 ,求 / 在点/ ^(1,1,1) 沿方向 / = (2,-2，1)的 
方向导数. 

2. 求函数 u = 在点/! (5，1,2)处沿到点5 (9,4,14) 的方向庙上的方向 
导数. 




3 •求 


= 0 ,确定/使得 


(1) u = In ( x 2 + y 2 ) ， （ x 0 ， y 0 ) = (1，1) , f 与 * 轴正向的夹角为60。； 

(2) u = xe xy , ( x 0 ， y 0 ) = (1,1 )， f 与向量（1，1) 同向. 

4. 设函数/ U ， y ) 在 （ x 0 , yo ) 可微，单位向量 l x = h 

确定膚 

a /(: o ， yo ) • j 7_ 

d l " 5V2 ' 

5. 设 / 在/ > o (2,0) 可微， / U , y ) 在 P 0 指向 心 = (2,-2) 的方向导数是 
指向原点的方向导数是 -3, 试 回答： 

(1) 指向 P 2 = (2, l ) 的方向导数是多少？ 

(2) 指向/> 3 = (3,2) 的方向导数是多少？ 


§ 5泰勒公式 


回忆一元函数的泰勒 公式： 若 / U ) 在 M 点的某邻域有 n + i 阶连续微商， 
则当 X = M + 属于该邻域时，有 

• (x ) 

/“ 0 + &)= S J -—°- Ax k + RAx ) . (1) 

其中心 （ x ) 可用拉格朗日余项形式表出 

Rn ( x ) = - ( — 1 f), / (，tM) (^o SAx ) Ax ^\ O <0<1. 

对于二元函数，有类似的结果成立. 

定理 16.7( 泰勒定理）设 / u , y ) 在的某邻域0 ( P 。） 内有直 
到 n + 1 阶连续偏导数，则对0 ( P 。） 内任一点 （* Q + Ar ， y Q + #)， 存在沒€(0, 
1), 使得 

f ( x 0 + ^ x , y 0 + ^ r )= 2 + Ty ^ y ) /(^ o * ro ) + ( 2 ) 

其中 Rn " - ii) _ !0 + iy Ayr ) f{x ° + + 吻 ）. 

证明用一元函数的结果.引入参数构造函数 

妒⑴ =/“ 0 + dy), [0,1]. 

这时 <p (0) = f ( x 0 t yr 0 ) 9 <p (1) =/( a : 0 + + Ay ) •由 /( 无， y ) 在 0 ( P 0 )rt 

有直到 n + l 阶连续偏导数，知复合函数 p ( f ) 在 [0,1] 有直到 a + l 阶的连续 
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导数，且可用复合函数求导的链式法则求出 

<p u) (t) = + f^y] /“o + , ro + tAy)y 

A ： = 1 ， 2, ••• ，打 + 1 

由一元函数拉格朗日型余项的泰勒公式，存在 06(0, 1)，使得 




f (x 0 + Ax ,y 0 ^ Ay) 


(n + 1) ! [h Ax + J~y^ y ) f(x ° + ，丫 0 + 


定理 16.7 证完. 

公式 (2) 称为二元函数 / U , y ) 在 （^ ，: ^)点的 n 阶泰勒公式.式中的余项 
^称为拉格朗日型余项.当 n =0 时，就得到二元函数的中值 公式： 

/ U 0 + At • y 0 + 办） - / U 0 ， y 0 ) 

= f t ( x 0 -¥ dAx 9 y 0 -¥ 0 Ay)Ax + f y ( x 0 ^ 6 Ax 9 y 0 ^ 6 Ay ) Ay 9 (3) 

0< 0< 1. 

下面我们忽略余项，把 n =0, l ，2 的泰勒展开式写出来. 
n =0， / ( + A * , y 0 + Ay )^ f { x Q , y Q ) 

n = \ t f (x 0 -¥ Ax 9 y 0 + Ay) 

853 / (*o ， Xo) ♦ ft (x Qy y 0 )Ax +/ r (x 0 ， y 0 My ， 

n =2， f ( x 0 -¥ Ax , y 0 - k - Ay ) 

*=*/ (* o ， yo ) +/, ( x 09 y 0 )^x +/ 7 { x 0 , y 0 )Ay + 


y ( 太。， ro)^ 2 + 2/ v U 0 ， y 0 )AxAy + / 打 U 0 ， y 0 ) △: T 2 1 • 

n = l 时，正是用函数的微分代替函数的改变 M . 

例1设 / U , y ) =，， 利用 / U ， y ) 在点 （1,4) 的二阶泰勒公式，近似计 
算 （1.08) 3 96 . 


解 f (x f y) - x 7 t 

fx (x ,y) = yx y ' 1 9 
f 7 (x 9 y) = x y \n x y 
f x 2 (x 9 y) = r (r - 1) 

fxy(x 9 y) = a ; 7 " 1 + yx 

f y i {x 9 y) = x r \n 2 x. 


/( l ,4) = 15 
f x (1 ， 4)=4; 
/ y (1,4)=0; 
/?(1,4) = 12; 

//(1,4)=0. 




X y -/( l ，4 )+/ x ( l ,4)( x - D^/ r ( l ,4)( r -4) + 

^ j [/: 2 ( l ，4) U - l) 2 + 2/: y ( l ,4)(:- l )(”4) + 

/ y 2 ( l ,4)( r -4) 2 ] 

= l + 4( x - l )+6(*- l) 2 + ( x - l )( y -4), 

取 ^ = 1.08, y = 3.96, 得 

1.08 3 % «1 + 4 x 0.08 + 6 x 0.08 2 + 0.08 ( -0.04) 

= 1.355 2. 

在本章 §1 中，我们曾用全微分近似函数的改变量，或说用一阶多项式通 
近函数 / U , y ), 计算过 1.08 3 96 的近似值为 1.08 3 9 ^1.32. 现在我们是用二 
阶多项式逼近函数 / U ，; r ), 得近似值1.08 3 96 «*1.355 2,比前面稍为精确了一 
些. 利用泰勒公式，我们还可用 n 阶多项式逼近函数 / U , y ), n 越大则误差 
越小，近似程度越好. 

习 题 

1 . 写出下列函数在指定点的泰勒 公式： 

0) /(*» r ) ®2* 2 - xy - y 2 -6 x -3 y + 5,在 （1,-2 ) 点； 

(2) / ( x , y ) = x 2 + xy + y 2 + 3 x -2 y + 4 t 在 （-1,1) 点. 

2 . 求函数 /(^>0 = ^在（1,1) 点邻域的 n 阶带拉格朗日余项的泰勒公式. 

3. 求函数= 4在 （1, - 1) 点邻域的二阶泰勒公式，并写出拉格朗 
日余项. 

4. 求下列函数在(0,0)点邻域的四阶泰勒 公式： 

⑴ /( x 9 y )^ sin ( x 2 ^ y 2 )i 

(2) /(*, r )= e * ln(l + y ); 

(3) / ( x t y ) = y / 1 + x 2 + x 2 } 

(4) f ( x , yr ) = e x cos y . 

5. 证明泰勒公式的唯一 性：若 

2 A ij x V + O ( p n ) = 0 ( 尸 0) ， 

* 0 

其中 P = vV + /. 求证心 = o ( D 为非负整数 ， iy = o ， i , …， n ), 并利用唯 
一性求/(^；)0 = 111(1 + ： 1 + > 0在(0,0>点带拉格朗日余项的 n 阶泰勒展开式. 

6 •通过对 / u ， y ) = si n xcos y 用中值定理，证明存在0€(0,1),使 
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3 7 T nd nd k . nd . nd 

4 = y cos T cos T~ 6 sin T sin T* 

7 •设 / U ,; k ) 在区域 Z > 内有偏导数存在，且/ , ( x , y)=/ r •证 

明 f ( x ， y Y & D 内为常数. 

8. 若 U |, M 是很小的量，导出下列函数准确到二次项的近似 公式： 

/, \ COS x , 1 ^ X + y 

⑴-； (2) arctan - - • 

cos y 1 - xy 

9. 设函数 / U , y ) 有直到 n 阶连续偏导数，试证 u ( t)=/U + / u ，6 + ⑴ 
的 ri 阶导数 


^(0 = 


h 


3 


)f (a + hi，b 


ki ). 


内， 


Sx n dy 

10 .设 / U , y ) 为 n 次齐次函数，证明 

[ X y Jy) /= 71 ( n - l)--( /i - m + 1)/. 

11 •设 / U , y ) = 0 (ax + 6 y )， 其中 a , b 为常数 ,在包含原点的某邻域 
0有阶连续导数.求证：在 (0,0) 点邻域的泰勒公式是 

/ (x f y)= 公 --(ax) J (by) k " j + R q (x 9 y ). 

^ • A K ! A 






第十七章隐函数存在定理 


我们在第四章§3中曾给出了隐函数的槪念及一元隐函数的微分法，在第 
十六章§2中又介绍了多元隐函数及隐函数组微分法.当时我们都是在隐函数 
(组）存在，且它们的导数或偏导数也存在的前提下进行的，即侧重点是求导方 
法，而存在性则默认.在这一章中，我们将把侧重点移到存在性问题，着重讨 
论在什么条件下隐函数（组）存在，并进一步讨论它们的连续性与可微性. 

本章中定理的证明较长，但证明思路却是非常直观和清晰的.请读者注意 
借助几何图形来理解分析证明. 

§ i 单个方程的情形 

在第四章§3中，我们已经举例说明，对于二元函数 FU , y ), 方程 

F ( x 9 y )=0 (1) 

有时确定唯一的一元隐函数有时确定多个一元隐函数，有时并不确 
定任何一元隐函数.本节将研究在什么条件下方程 F ( x , y ) =0确定唯一的隐 
函数. 

注意方程 （1) 又可等价地表示为 

f 2 = F { x 9 y ) 9 
lz=0. 



图 17- I 

在几何上这是曲面 FU ， y ) 和坐标平面 z =0 的交线.因此要使 （1) 式能确定 
隐函数，则曲面 z = 必须与坐标面 z = 0 相交，也就是说，首先要存在 

^o(*o»yo) * 使 以 * 。， 70) =0. 

进一步，如果希望这条过 Po 点的交线还是连续曲线的话， F ( x ， y ) 又应 
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满足什么条件呢？如果曲面，= FU,：y) 在 P。 点有切平面，且切平面的法线不 
平行于 z 轴，则切平面与坐标面 z =0 相交为直线7\这时与 z = 0 
必相交为曲线且 L 在 P 。 点的切线就是厂因为 z = FU,y) 在 P。 点的法向 
量为丨^,所以切平面的法线不平行于2轴意味着丨厂，匕， -11 
与10,0，1|不共线， BP|F,,F y || Po ^tO,0|. 另一方面，交线 L 存在切线 r 就意 
味着一元函数的可微性.因此条 kl^,F y l 1~#|0,0|不论对隐函数的存在性、 
连续性还是可微性都是重要的.下面的定理就从假定 F 山〆 0 入手. 

定理 17.1 设 F ( x , y ) 满足下列 条件： 

(i) 尸,， /^ 在！)： U - x 0 I ^ a , |y-y 0 | 彡 6 上连续； 

(ii) 尸（〜 40)=0( 通常称为初始条 件）； 

(iii) F y (x 0t y 0 ) ^0 . 

则 

(1) 存在 a >0, 使 得在/ > o 点的某一邻域内，方程 F ( x ， y )=0 唯一地确定 
了一个定义在区间 （Xo - a ,* o + a ) 内的隐函数 y =/( x ), 满足 yo =/( Xo ). 换句 
话说，存在函数 7=/( ： 0, 定义在内，满足 FU ，/ U )) 篇0,且 
ro=/( 戈 0 ); 


⑵ y =/( x ) 在（ X 。 - a ， x 。 + a ) 连续； 

(3) y =/(; c ) 在 （*o - a , 戈 0 + a ) 有连续的导数 ， ft 

M 怎， y) 

F y ( x f y )' 

证明先注意一个事实，由条件 （ i ), F (: t , y ) 在 D 上是连续的.下面分 
别证明各个结论成立. 


/’ （ x) = - 


由条件 （ iii ), ~ U o ， y 0 )# O , 不妨设 f ； U o , yo )>0. 又 / VU ,; y ) 在 Z ) 内连 
续，由连续函数的保号性， F ,( x , y ) 在 U 。，％) 点的某邻域内也大于零，为简 
便计，不妨设在 Z ) 上有 fVU , y ) >0. 因此对每一个 iGUo - a ,^ 0 + a ], 
F (: «, y ) 关于 y 在 [ yo - & 6] 上是严格单调上 升的. 

固定 x = 由条件 （ ii ), FU ,; y 0 )=0 以及 FUj ) 在 [ yo - 6,；^ 0+ 6] 严 
格单凋上升，知 

厂(％0,70 • 厶）<0， F ( x 0 t y 0 ^ b ) > 0 . 

在以*,>0中分别固定 y = : yo -6 和 y = y 0 +6. 由一元函数 - 6), 
尸(太，；^ + 6)在％连续，以及连续函数的保号性，知存在 fll >0( ai < fl ), 使得 
当 *€(*。-£» 1 ，* 0 + 0： | )时，有 


F ( x t y 0 - b ) <0; 

存在 a 2 > 0( a 2 < a ) ，使得当* € ( * 0 - a 2 ， + a 2 ) 时，有 


⑵ 
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图 17-2 

以*，^>+ M >0. (3) 

4*0 = min ( ai ， o 2 ), 贝！ I 当*€ (* 0 u 0 + a ) 时，(2)， (3) 式同时成立. 

对任意％ €( x 0 u 0 + a )， 一元函数 在7€[7 0 -6,7 0 +6]连续， 

并且 

FCx 9 y 0 - 6) <0, F ( x f y 0 -¥ b ) >0. 

根据一元连续函数的介值定理，存在使得以1,歹）=0,且 
由于 F (7, y ) 关于 7 在[ 7() -6,乃 + 6]严格单调上升，故使得 FGJ )=0 的 
( y 0 -6, yo + M 是唯 一的. 这就确定了一个对应法则/:对任意 I € Uo - a , 
x 0 + a ), 都有唯一的 ( y 。- 6,凡+ 6) 与之对应，使得/ ^(1,7)=0. 这就证 
明了，存在函数 7 =/(*)，它定义在 U 0 - a , x 0+ a ), 满足 FU ，/( x ))=0 ，特 
别地有九=/(〜）.这样我们已经证明了结论 （1). 

下面证结论 (2). 即要证对任意 + 以及对任给的 e >0, 
存在5>0，5充分小使得 （x - 5 ， x + 5) c (- a ，太 0 + a ) ，对任意(1-5, 
1+5), 有 

1/(^)-/(%)1 <€. 

任给 (*o - a，xo + a ) ，记7 = /(1).对任给的 e >0， 不妨设 e 充分小， 
使 [7- e ，7 + e ] c [ yo - i »， Xo + 6]. 因为 y 的一元函数 Fdy )， 在 [7- e ，7 + 
e ] 上严格单调上升，且 F ( IJ )=0, 所以 

F{x,~y ~ e) <0, F(~x 9 ~y + e) >0. 

而 x 的一元函数 HxJ - e ) 和 F ( a :，7+ e ) 在 ％€(* 0 - a ，* 0 + a ) 连续，故存在 
Si > 0 且 （x - 5卜太 + 5 i)C (*o - a ，* 0 + a )， 当 (* - 5!，太 + 5!) 时有 

F ( x 9 y - e ) <0; 

存在 > 0且 （ 》 — d 2 , x + 5 2 ) C (欠 o - a ，欠 o + a ) ，当 x € (I - 5 2 + 5 2 )时，有 

F(x 9 ~y + e) >0. 
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令5 = min ( 5!，5 2 )， 则当: c 6( x -5 ，x + 5) 时，同时有 

F(x,y - e) <0, F{x,y ■¥ e) >0. 

因此只要: FU ,; k ) 作为： y 的函数在 e ) 就严格单调 
上升，且有唯一的零点7=/(幻，显然满足 

( y-€,y + e ), 

即 l / U ) - f ( x ) I < € , 

结论 (2) 获证. 


剩下来证明结论 (3). 要证对任意 ;k=/U) 在 I 可导 . 
令 I A I 充分小使 + (太 o-a ， a: 0 +cr )， 记 7 = fCx) 9 y + Ay = f(~x Ax). 
由 7 =/(幻的定义知 

F(~Xf~y) =0, F{~x + A«，7 + Ay) =0. 

已知 FU ,; y ) 在 D 内有连续的偏导数，用二元函数的中值公式，存在0€(0，1) 
使得 


0 = F(x + Ac，7 + Ay) - F(7,7) 

= F X (H + O^x t ~y + d^y)Ax + F y (~x + dAt ,7 + d/\y)Ay. 

再由 厂和 F v 的连续性及 f ； U ，; r )#0 , 并注意到当 A -0 时办 —0, 便得 




F s (~x -f gZ\x,y -f d^y) 
F y {~x + dAx ,y -f dAy) 


F x G,y) 

= 

这就是结论 ( 3 ). 定理 n . i 证完. 


回顾定理的证明，不难看出，结论 (2) 的证明思路与结论 （1) 的证明思路完 
全相仿，几乎是将7, 7代替了％。，后再重新叙述了一遍证明过程.其次, 
对于结论（1)、 （2), 定理条件 （ Hi ) 可减弱为 “ FU , y ) 在 Z > 内关于 y 是严格单 
调的”.但对结论 (3), 条件 （ iii ) 不能减弱. 


在给出定理 17.1 之前，我们曾指出，条件 lG , f v l '#|0,0 l 不论对隐函 
数的存在性、连续性还是可微性都是重 要的. 这个条件等价于说&(&，％)#() 
或 ' U G ， y G )#0. 考察定理 17.1 的条件，条件 （ i ), ( ii ) 关于 y 是对称的， 
如果将条件 Ui ) 改为厂（4, 7() )#0 ,则相应的全部结论成立，只是这时由 
汽心:^:❹确定的隐函数是:^二以^). 

例 1 方程 cos y + siii * = 能否在原点的某邻域内确定隐函数 y=/(；0 或 

x = g(y)? 

解令厂 （ a :，; y ) = cos y + sin x - e ” ，贝 ！ J 
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它们都在全平面上连续，而 

F(0,0)=0, F,(0,0) = i, '(0,0) =0 ， 

故方程在 (0,0) 点的邻域内可唯一地确定可微的隐函数 Z = g ( y ) 9 它定义在 
(- a ， a )， 使得 g (0>=0， F ( g ( y ) 9 y ) -0( - a < y < a ). 但由于 F v (0,0) = 0 ， 
据此无法断定是否在 (0,0) 点的某邻域内有隐函数7=/(幻存在. 

注意我们在这里用了 “据此无法”这样的字眼，因为定理 17.1 的条件只 
是存在隐函数的充分条件，而不是必要条件.例如方程 F ( x ， y ) = ； K 3 - x =0, 

显然心(0,0)=0,但仍可确定隐函数 y = ^. 

例2 F ( x , r ) = ^ 2 +r 2 -l , F s = 2x , F y = 2 y 都在全平面 连续. 当 
时， F y ^ 0 . 由％ 2 + /-1=0知， 当： ^=0时， x = ±\. 因此除 （1，0) 和 （- 1， 
0) 点外，在单位圆上任何其它点（ X 。,％),都存在（^，>^)的邻域，在这个邻域 
内可唯一确定可微的隐函数 y =/(0. 请读者思考，由方程可解出 

y = \/ \ - x 2 和 y - ~ V \ - x 2 , ( - 1, 1) , 

这与隐函数存在的唯一性矛盾吗？ 

值得指出的是，定理 17.1 只肯定在& 

的一个邻域，隐函数是存在的.我们说这是 
一个局部存在性的结果.隐函数在大范围的 
存在性，是个很复杂的问题，我们不在此讨 
论了. 

现在再回头看看定理的证明，考察变 M 
%是否与它的维数有关.也就是说，如果将 
变世％视为髙维空间的点 U 丨， x 2 ,•",&), 定 
理的证明是否仍成立？我们发现的确成立， 

只要相应地把关于 z 的区间改为邻域即可. 

这样我们便苟以将定理 17.1 推广到多元隐函数的情形. 

定理 17.2 设函数以々4 2 ，…， ％,满足下列 条件： 

(0 偏导数厂 （i = 1,2,…， / i ) 和心在 D : U - 々 ⑻ | 彡 Gi (i = 1，2 ,…，打）， 
ly - y ⑻ I 彡6 上连续，其中 6>0，〜 > 0( i = 1,2,…， n ) ; 

(ii) F(^ ， 4 0) ,-,^ 0) ， r (0) )=o ； 

(iii) F y (x\ 0 \xi°\- 9 x ( n 0 \/ Q) )^0. 

则 

⑴存在〜（^，^，•••，/•，的一个邻域以久）,使得在 PoU ! 0 )， 
•4 Q ) ，…，//，/…点的某邻域内，方程以々，々，•••，％，=0唯一地确定了一 
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*• = 1 , 2 , 


个定义在的 /I 元隐函数7=/(々，文 2 , …， ％),满足/。、/(^),#〉，…， 
x ( n °) ) • 换句话说，存在函数 7 =/(太 1 ，文 2 ,…，太 II )，（太 1 ,无 2 ,…，太 n )€ 0( 00 )，使 
得当 （A ，：《 2 ,…， t >( Qo ) 时， 

F ( x t f x 29 " m fX n 9 f ( x l 9 x 2 ,"' f x n )) = 0 9 

且 / 0) =/(4 0) ，4 0) ,-,^ 0) ); 

(2) y =/( a ， x 2 , …，〜）在 0( Co ) 内连续； 

(3) >-/(々，々，… ，〜） 在 0( 仏）内有连续的偏导数，且 1 

尸:“1，龙2,…，* n ， y ) 

八… /^： d ,：; y y ， ，= 1 ， 2 3 4 ,•••，"• 

例3 设 sinz - 巧 x = 0. 问方程是否在原点(0,0,0)的某邻域唯一地确定 
可微函数口/“，；^),其中 U , y ) 属于 （0,0) 的某个邻域，使得 S in /( x , y ) = 

x ) f(x 9 y ). 如可能，求努， 

解 令= sin z - xyz . 显然 F ( z , y , 2 ：) 在全平面有连续的偏导数, 
且厂（太，= co » z -巧. 由 F :(0,0,0) = 1， 尸（0,0,0) = 0 知，存在 a >0, 
使得在 M < a , IH < a 有唯一的可微函数 z =/ U ,： k ), 满足 

sin f ( x 9 y ) = xyf { x 9 y) y 
且 

d z F g (x t y 9 z ) yz 
a x ~ F x ( x 9 y 9 z ) ^ cos z - xy 9 


- x 7 


- x y 


1. 设函数 FG , y ) 满足 

(1) 在区域 D : x 0 - a 彡 x 彡 * 0 + a ， y 0 -6 彡 y 矣 y 0 + 6 上连续； 

(2) F ( x Q 9 y 0 ) =0; 

(3) 当*固定时，函数 F ( x , y ) 是 y 的严格单调 函数； 

则可得到什么结论？试证明之. 

2. 方程 / + y + S inUy ) =0在原点附近能否用形如^ =/“） 的方程表示？ 
又能否用形如 * = g ( y ) 的方程表示？ 

3. 方程汽;^：^)-/-/。- x 2 ) =0在哪些点的附近可唯一地确定单值、 
连续、且有连续导数的函数 y =/ U ). 

4. 证明冇唯一可导的函数满足方程 sin y + sinh y = x t 并求出导 
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数， U ), 其中 sinh 

5. 方程 V + 土 ” e M = l 在点 Po (0， l , l ) 的某邻域内能否确定出某一个变 
量是另外两个变量的函数. 

6. 设/是一元函数，试问/应满足什么条件，方程 

2 f ( xy )= f ( x )^ f ( y ) 

在点 （1,1) 的邻域内能确定出唯一的 y 为 x 的函数. 

7•设有方程 ： x = y ■¥ <p ( y ) 9 其中 9 ( 0 )= 0 ，且当 - a < y<a 时， 
Ip '( y ) 丨矣* <1. 证明： 存在5>0,当-5<文<5时，存在唯一的可微函数 
y = y (*) 满足方程 * = j + 史（>0且 y (0) = 0. 

§2方程组的情形 


关于由方程组决定的隐函数组的概念，在第十六章§2中已给出.下面以 
四个变童、两个方程的情形为例给出隐函数组存在定理. 

定理 17.3 设函数 FU , y , u ， i ;) 和 GU , y , u , t ;) 满足： 

( i ) 在点的某个邻域1/内， G 对各变元有一阶连续 
偏 导数； 


则 


( H ) F ( P 0 )=0, G ( P Q )=0( 初始条 件）; 


，丨 a(F ， G) 

p 0 _ d ( u , v ) 


，/ 0 • 


(1) 在 Po 点的某邻域 △ cf / 内，方程组 

F ( x , y 9 u f v ) =0, 


⑴ 


G ( x 9 y 9 u 9 v ) =0 

唯一地确定一组函数“= “ U ,; r ), v ^ v ( x 9 y ), 它们定义在 Uo , y() ) 的某邻域 
Z ) 内，当时， U ， y ， u ， t;)ed ,满足 

u 0 = u(x 0 ,y 0 ) 9 v 0 = v(x 09 y 0 ) 9 
fF(x t yr 9 u(x f y) 9 v(x 9 yr))^0 9 
l G(x f yr 9 u(x f yr) 9 v(x 9 yr)) s0 9 
(2) ttU , y ) 及 vU , y ) 在 /) 内 连续; 


且 


( x , y )€ D ; 


(3) uU, y ) 及 i ； U, y ) 在 D 内有关于: y 的连续偏导数，且 


du 

1 S { F , G ) 


1 3 ( F 9 G ) 


J ^( x 9 v ) 9 

- 

J Hy , v ) 9 


1 3 ( F 9 G ) 


i a ( F , c ) 

Tx " 

J dU , x ) 9 

^y = 

J ^( u 9 y )' 
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证明反复应用定理 17.2 来证明.由条件 （ iii ) 


WF ， C) | 

3( u ， v) i p 。 


3F 

3 G 
B u 


d_F 

£G 

dv 


^0, 


知 l ! L 和誌 L 至少有-个^为零， * 妨设笑 


尸， 0. 由定理 17 . 2 ,方程 


F(x y y y u , v ) = 0在/ > 0 (^; 0 ,7 0 ,4/ () ，1； 0 )的某邻域内唯一地确定函数|； = ( p { x y y y 
u ), 它在的某邻域 V 内有连续的偏导数，且满足 

^ 0 = ( p ( x 0 t y 09 u 0 ) , F ( x 9 y 9 u 9 ( p ( x t yr 9 u )) s 0 . (2) 


记 


t/j(x t y t u) - G(x f y t u,(p(x 9 y,u)) 9 (x 9 y 9 u)€: V f 
则 0 U , y , u ) 在 V 内有连续的偏导数，且介，!^) =0. 在方程组 

( tp(x ， y ， u) = G(x 9 y f u 9 <p(x 9 y 9 u)) , 
F(x 9 y 9 u 9 <p(x,y t u))=0 
中，两边对 u 求偏导数，得 • 


f 0 u = C u + G r < p u , 

1 F u + F v < p u = 0. 

解得 ^ {x ' y ' uUG ^ G ^ F fr 

由条件 （ iii ) 知 , 即满足定理 17.2 的诸条件，从而 
方程 


G ( x , y 9 u t < p ( x 9 y 9 u )) = 0 

在 U 0 ,： To ， Uo ) 的某邻域内可唯一地确定函数“ = uU ,： r ), 它在（4,凡）的某邻 
域 Z ) 内有连续的偏导数，而当 （: ^7)60 时 U , y ， u )€ V ，且满足 



= u ( x 0 t y 0 ). 



G(x , y , u(x , y )) 9 < p(x , u(x 9 y )) ^ 0 . 

(3) 

令 

v ( x 9 y ) = < p ( x t y 9 u ( x , y )) 9 ( x t y )^: D , 


则由 （2) 式知1； (: r ,; y ) 在 Z ) 内有连续的偏导数，且 



i»o = v ( x 0 , y 0 ) , F ( x 9 y , u ( x 9 y ), v ( x , y ))^ 0 . 

(4) 

又由 （3) 式知 

u 0 = u ( x 09 y 0 ), G(x ,y , u(x 9 y ) , v(x y y )) = 0 , 

(5) 


即函数组“ = “ Uj )， 1；= 1 ，（文，>0就是由方程组（1)确定的满足定理要求（1)、 
(2) 的函数组.最后只要证结论 (3) 中的公式 成立. 在（4)、 （5) 两式中两边对 x 
求偏导数，得 





A 


= 0, 


c u |^+ c r |^ = o. 


用克拉默法则解出 


, 即得 


_ 1 ^( F 9 C ) 3 v _ 1 3( F , G ) 

G = 一 J 3( x , v ) ， J ~ x " ~ J d ( u t x ) • 

同理在 (4)、（5) 两式中两边对 y 求偏导数，得 

_ 1 W ) 3 V 1 r ?( F f C ) 

~ •/ a ( y ， v ) ’ Sy ~ J 3( u , y )' 

定理 17.3 证完. 

从定理 17.3 的证明中可见，条件 （ iii ) 在定理中的地位和作用与定理 17.1 中 
的条件 F v U Q , y () )#0 的地位和作用相当，它对于隐函数组的存在性、连续性和 
可微性都是重要的.另外，结论 (3) 中公式的推导方法就是我们在第十六章§2 
中介绍的隐函数组求导法，因此公式不必死记硬背，重要的是掌握求导方法. 

例1 设有方程组 

j F(x 9 u 9 v ) = u 2 + v 2 - a: 2 - y = 0, 

讨论在^(2,丨，1,2)的某邻域能否确定隐函数组£/=1/(：«,7), = 又 

问在点的某邻域能否确定函数组无=以 1 /,： 0 , v = v ( u , y ). 对确定的函数 
组求其偏导数. 

解 显然 F ， G 在全平面上有连续的偏导数.又 

L F r f -2x - 1 2u 2v^ 

G x Gy G u G v — y - x - 1 1 

F(2 ， l,l ， 2)=0, G(2,1,1,2)=0, 


3(F ， G) 

^( u 9 y ) 


W ) _ 2 

^( u 9 v ) p •-— 


2 u 2 v 


= 6^0, 


d ( F 9 G )\ 一 - 

^(XyV) I P " 一 


- 2 x 2 v 


= 0, 


因此在 P。 点的某邻域方程组可以唯一地确定一组可微函数 u = u ( x 9 y) y 
v = v ( x 9 y ) 9 但在匕点的附近难以断言是否可唯一确定函数组; c = x ( u 9 y) f 
v = v ( u , y ). 为求函数 uU，y) 和 t；U，y) 的偏导数，在方程组两边对 x 求偏导 
数，得 
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2 u ^^2 v ^-2 x ^0 


9 


3 v 


Sx dx 


3 


-r = 0, 


解得 


du __ X - yv dy __ 
3x a + t; * 


ju 


在方程组两边对 y 求偏导数得 


解得 


2 u + 2 v - 1 = 0, 

ay d y 


d u d v 

3 y + d y 



a u _ 1 - 2xv dv _ 2xu -f 1 

a7 = 2UT7j , ^ = 2(u + t；)- 
作为定理 17.3 的应用，我们考虑反函数组. 

设有定义在平面点集 D 上的函数组 

u = u(x,y) 9 v = v(x 9 y) 9 (x y y)^ D 9 (6) 

则对于任意点,都有平面上唯一的点 （ u ,!；) 与之对应.记 Z ) 的所有 
对应点的集合为 ZT , 即 

= l(u ， v)|(u ， i;) = (u(x ， y) ， t»(x,y)), (%,y)€ D\. 

若反过来，对于任意点都有唯一的点,使得 （6) 式成 
立，也就是说，这时可确定两个定义在 ZT 上的函数 

X = x ( , y = y ( u , v ) , (7) 

在 D ' 上满足恒等式 

u = u(x(u 9 v) 9 y(u ,v)) 9 v= v(x(u,v) 9 y(u 9 v)). 

则称函数组 (7) 是函数组 (6) 的反函数组. 

上述对应关系可以用映射的语言加以叙述.我们称由 （6) 式给出的从 Z ) 到 
zr 的对应为映射 r : d - d \ 它把任意的 z > 映为 ru , y ) = ( u , t；)e 
d .• /)' 是 z > 在映射 r 下的像集，记为 a = r ( D ). 而 (7) 式则给出了从 zr 到 z ? 
的映射 r ， 它是 r 的逆映射，即如果对任意的 （ u ， t；)€ir ,有唯一的 u , y )€ 
D ,使得 rUa ^ U ,!；)， 则说 r # U ， i ；) = U ,； r ). 这样的 r 存在的条 件是： 

^( x l 9 y { ) = ( u l 9 v x ) ^ T ( x 29 y 2 ) = ( u 2 fV 2 ) . 

也就是说， Z ) 和是一一对 应的. r 把 Z ) 映成 / r , 而依同一关系， r 把 a 映 
回 d . 这时记 r 为 t ' 显然 




T~ l ( T(x,y)) = T~ l (u,v) = (x,y) t (x t y)^:D, 

T( T~ l (u,v)) = T(x,y) = (u 9 v) A u,v )^： D'. 

因此，若 t ^ 1 是 r 的逆映射，则 r 是7- 1 的逆映射.即了与？^ 1 互为逆映射. 
也就是说(6)、 （7) 式给出的函数组互为反函数组. 

八 f/'(x,y,u,t;) = u - u(x 9 y) = 0 9 

\.G(x 9 y,u t v)-v~v(x,yr)=0 9 
对/ '和 C 用定理 17.3, 便得下面的反函数组定理. 

定理 17.4 设函数组 (6) 满足 

( i ) 在/> 0 (外,；^)的某邻域 Z ) 内对 x , ：^有连续偏 导数； 

( ii ) u 0 = u(x 0 ,y 0 ) 9 v 0 = v(x 0t y Q ); 

( iii ) —0. 

，: K ) j “ 0 . y 0 > 

则在 Po ( UQ , t ； o ) 的某邻域 /)' 内存在唯一的一组反函数 a ： = x(u t v) t y - y(u,v) 
使得 

(1) x Q = x ( u q , vq ) , y 。= y ( u 0 , v 0 ) ，且当 （ a ， v )€ 时 （ x ， y )€ D ，有 

u s u(x(u 9 v) 9 y(u 9 v)) 9 
vsv(x{u,v) 9 y{u 9 v))i 

(2) x(u 9 v) 9 y ( u , t ;) 在 f 内存在连续的一阶偏导数，且 

_ 1 3 x _ 1 3 u 

0 l = 7 d } 9 ~ Jd^ f 

d y 1 3 v l d u 

■ ~ — —■一 ~ 義 一 ■■ ■ 


其中厂-綠 

推论1在定理 17.4 的条件下有 = h 

^( u f v ) 3 U ， y ) 

证明由定理 17.4 的结论 (2) 有 


^( x , y ) _ 
^( u , v ) 


dx 

3x 




3u 

3 v 

1 

d y 

一 d y 





du 

3u 

3v 


3 X 

dx 


du 
丄 h 
J 2 3 v 

d~x 


d (x 9 y) ^(x 9 y) d( u ,v) 

a(u,v) 3{u,v) d (x 9 y) ~ 


即 
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推论 1 证完. 

推论 1 可视为一元反函数导数公式=丨的推广. 

d * dy 

推论 2 设函数组 1 ^ =以 1 ,： 0 , i ；= i ； (: t ,： k ) 在开集/>内有连续偏导数，且 
^ D 亘不咖馳雖 ㈣㈣ ，:/)-，⑼的雜，(/>);! 

ut ; 平面上的开集. • 

证明对任 意认) UoJo )^ HD ), 设是尸 oU Q , yQ ) 在映射 r 下的像， 
即 110 = u ( xo ， yo )， v 0 = v ( x 09 y 0 ). 由反函数组定理，在认)点的某邻域 0 ( 00 ) 
内，存在唯一的一组反函数:《 = ： x ( u ， I ；)， y = y ( u y v ) , 使得 x ( u 0 , i ， 0 ), 
yo = y ( u 09 v 0 ) 9 当 （ u ， t»)6 0 ( 0 。） 时， ( x , y)G D , 且有恒等式 
as u ( x(u 9 v ) 9 y(u , v )) , v = v ( x ( u 9 v ) 9 y ( u 9 v )). 

即 0 ((> 0 )内的每一点都是中某一点的像， 故 O ( Q 0 、( znDh 这就证明了 
7 XD ) 是开集.推论 2 证完. 

推论3 在推论2的条件下，设是任一有界闭集，则它的像集 
r (£)( C 7*( Z >)) 也是有界闭集，且 E 的内点映射为 r (£) 的内点， E 的边界点 
映射为 7 X £) 的边界点. 

证明由于 U (: t ,： r ) 和 I ；( x ，： r ) 在有界闭集上连续，从而有界，即 7 XE ) 是 
有 界集. 下证 /*(£：) 是闭集.设 Uo ,^)) 是 ru ) 的聚点，则存在7(幻中异于 
( “ 0 ，％)的点列丨（“《，、）丨，使得 ( 、，〜 ） = ( Uo ， 1 ' 0 ) • 即存在 E 中的点列 

\( x nf y n )\, 使得 " 

= ^( x n 9 y „) 9 v n = v ( x n 9 y n ) t n = 1,2, ••- , 

且 

lim { u n yv n )- lim (“（： x „, yj , i ;( x n , y n )) = ( u 0 , t ; 0 ). 

• n - ♦鷥 

由致密性定理知丨 （〜， > 01 有收敛子列 IU n4 ，')|. 记其极限为“。， M ), 则有 

lim ( S ， y n4 ) = ( x 0 , yo ). 

由£闭知而函数 u ( x ,> 0 和〃 u ,； r ) 在 E 上连续，所以 

U 0 ， i ; 0 ) = lim ( u ( x n , y n ) 9 v ( x n , y n )) 

• k ▲ 4 

=( u ( x 09 y 0 ) , i ^(* o * ro ))- 

这表明 （ u 0 , t ^)€ r ( E ), 即 ru ) 是闭集. 

对 r 用推论 2 , 知7将£:的内点映射为 r (£) 的内点•若7将£:的某个边 

界点 U 、 〆 ） 映射为 r (£) 的内点 u # ， t /)， 由定理 17.4 及推论1知， 在 （ u ，， t /) 

的某邻域内存在 r - 1 满足推论 2 的条件，于是7- 1 将 （ u '， i /) 映射为£的内点 

(/,/)，这与（/，/)是 e 的边界点矛盾，故（ 〆 ， 〆 ）是 r (£) 的边 界点. 推论 

3证完. 




例 2 极坐标与直角坐标的变换为 

x = rcos d 9 y = rsin d. 


因为 




X = 

rcos 

3 x 

dx 

Tr 

3d 

d _y_ 


dr 
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cos d 一 rsin 6 
sin Q rcos 6 


所以除 r = 0 即坐标原点 (0,0) 外，变换的逆变换存在，即有 

r = r(x 9 yr) 9 d-d(x t y). 

且 _1_ 丄 

且 3(x 9 y)' 3(x 9 y) _ r. 

Hr t d ) 

最后，我们将定理 17.3 推广到一般的情形，即 n + m 个变贵， ri 个方程 
的情形. 

定理 17.5 设有 n 个 n + m 元函数 ， x 2 , …， ， y 2 ，…， y „)( i = 1，2, …， 
n ), 满足 

⑴在点•••,/，，/^，…，/，）的某邻域 f / 内有对各变元的连续 
偏 导数； 

( ii ) Fi ( P 0 ) = 0, i = l ，2, …， / I ; 

/...x , — n 

(m) 

则 （1) 在 Po 的某邻域内，方程组 

/ r ,(: ir “，、， y 1 ，."， y n )=0 (i = 1，2,…， n ) 

唯一地确定函数组 

7/ =/(^1 *^ 2 ** ,# *^ m ) (i = 1,2, — , n ), 

它们定义在（:^^:^^^^:^的某邻域 D 内，使得 

y \ 0) =/.(^ i 0) .4 0) . — .^ m ) > (i = 1 , 2 ,…， n )， 

且当（~,* 2 ，…，时有恒等式 

*1， *2 ，•••，*»，/“*1， *2 ，•••，*_)，••• ，/ »(*1，*2，“. ，0)麵0; 

(2) 这组函数/(* = 1,2,…， n ) 在 D 内连 续; 

(3) 这组函数 y；(i =丨，2,…， n ) 在 Z ? 内对各变元有连续的偏导数，且对 
勺 (）=1,2, …， n ) 的偏导数可由下面方程组解出. 

h + dyA 广 dy 2 d x 广 + a r n^r * ^ 

例 3点（1， -1,2) 在方程 + 及 u - z ) 2 + / = 2所表示的曲面 
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上，证明在这点的一个邻域内，两曲面的交线能用形如 Z =/ U ), :的 

—对方程表示.并求 ^和 

证明令 


|F(x,y f z) = A ： 2 (y 2 + z 2 )-5, 

\ G(x 9 y 9 z) - (x ~ z) 2 + y 2 -2, 

这时 f ( l ，- l ,2)=0 ， G ( l ,-1,2)=0. 显然 F , G 在点/>。（1, -1,2) 的任何邻 
域内有连续的偏导数，且 


d(F t G)\ 
d(y 9 z) I p o 


3F 

d y 

dG 


IF 

dz 

ac 

3 z 




-2 4 

= =4^0. 

-2 2 

由定理 17.5, 在点的某邻域内可唯一确定隐函数组 

z =f(x) , y - g(x) 9 

它们定义在 〜 =1 点的某邻域内，使得/(1)=2， g ( l )= -1 且 

F(x 9 g(x),f(x))sQ , G(x t g(x) 9 f(x)) ^0 . 

这表明两曲面的交线在 Po 附近能用形如 Z =/ U ), y = g (： r ) 的一对方程表示. 
在方程组两边对*求导得 


f2x(y 2 + z 2 ) + x 2 (2yy f +2^)=0, 

12 ( x-z)(l-z' ) + 2yy f =0 ， 

即 

\x 2 yy' +* 2 总 ’ = -x(/ + z 2 ), 
\yy' - (x - z)z' = - (x - z). 
解这个关于/和/的线性方程组得 


, y 2 z - xy 2 + z 3 - x 2 z 



1 . 试讨论方程组 


习 


题 




+ y + 2 = 2 

在点 P Q (1，- 1，2) 的附近能否确定形如 x =/( z ), y = g ( z ) 的隐函数组 
2. 求下列函数组的反函数组的偏 导数： 


(1) 设 u = 


f ，求 IfH 


(2 ) 设 Pfxsiny ， t ； = e*-,cos y , 求託， g ， 


•设 u = 


= " T » r = 


(1) 试求以心1；，《;为自变鼋的反函 数组； 

(2) 计算 

4. 设 i “可微，且 

F ,(«1，— =/•( 炉1(*1)， 92(*2)，”.，9 n (*« i〉〉(i = 1，2, •••，》)• 

^(x l9 x 2 r- ,x n )' 

5. 据理 说明： 在点 (0,1) 附近是否存在连续可微函数 /(、 y ) 和满 
足/(0,1) = 1 , g (0, l )= -1, 且 

[f(x 9 yr)y ^ xg(x 9 y) - y = 0, 

[g(x 9 y)] 3 ^ yf(x 9 y) - x^O. 

6 . 设 

“ = f ( x 9 y 9 z 9 t ) 9 
giyy^.t) = 0 ， 
h(z ， t ) = 0 . 

在什么条件下 u 是 X , y 的函数？求 If , 

7. 设函数 u = uU ) 由方程组 

u = fix 9 y f z) 9 
g(x 9 y 9 z) =0, 
h(x 9 y f z) =0 

所确定，求 

8. 设 z = z ( x ， y ) 满足方程组 

\f(x 9 y 9 z 9 t) =0 9 


U{x 9 y 9 z 9 t) = 0 9 
^ g ( x 9 y 9 z 9 t ) = 0. 
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求 dr 

9. 设 

J u = /( x - ut 9 y- ut ,z - ut) , 

[g(x f yr,z) =0. 

求这时 t 是自变 ft 还是因变量？ 

10 . 设（外，7。，20, u Q ) 满足方程组 

/(%)+/( r )+/( 2 ) = F ( u ), 
g ( x ) + g ( y ) + g ( z ) = G ( u ), 
h ( x ) + h ( y ) + h ( z ) = H ( u ), 

这里所有的函数假定有连续的导数. 

(1) 说出一个能在该点邻域内确定 x , z 作为 u 的函数的充分 条件； 

(2) 在 /( x ) = x , g ( x ) = x \ fcU ) = /的情形下，上述条件相当于什么？ 

11 •设 * = u，r = z = V ^ uw ， 取“ ， v 为新的自变量， u ； 为新的 

因变》，变换方程 


第十八章极值与条件极值 


本章讨论多元微分学的重要应用——多元函数的极值.回忆一元函数的极 
值问题，求解的基本思想是分两步走.第一步从函数定义域中确定出可能的极 
值点，第二步是判别这些可能的极值点是否确是极值点.为此，我们需要函数 
取极值的必要条件和充分条件.必要条件可以使我们实现第一步，而充分条件 
则可以实现第二步.对于多元函数的极值问题，我们仍然是按这样一条思路去 
做，分别给出函数取极值的必要条件和充分条件.不过对充分条件的讨论，多 
元函数情形要比一元函数情形复杂得多. 

求条件极值的拉格朗日乘数法将条件极值完全化为了无条件极值，大大地 
简化了计算. 


§ 1极值与最小二乘法 


1 . 多元函数的极值 

以二元函数为例进行讨论. 

定义 18.1 设函数 / U ,： r ) 在点 PoUcmM ) 的某邻域 O ( Po ) 内有定义.若 
对于任意点 PU , y )€0( p Q ) ，有 

/( 尸）矣 /( Po )， (1) 

则称函数 /( hy ) 在/>0 点取极大值，点 P 0 称为 /的极大值点.若对于任意点 
Peo ( Po ), 有 /( Pb /( p 0 )， 则称函数 / U ，； r ) 在 Po 取极小值，点^称为/ 
的极小值点 • 

极大值和极小值统称为极值.极大值点和极小值点统称为极值点. 

从定义中易见，若 PoUo ，；^) 是 / u , y ) 的极值点，则 M 是一元函数 / U ， 
y 0 ) 的极值点， ㈧ 是一 元函数 / U 0 ， y ) 的极 值点. 而在 Po 点函数 /( x , y ) 的偏导 
数可能存在，也可能不 存在. 若是前者，则由一元函数取极值的必要条件便 
知， fx ( x 09 y 0 ) - f r ( x Q 9 y 0 ) =0 . 把这写成下面的定理. 

定理 18.1( 取极值的必要 条件〉 设•函数 / Uj ) 在点 PoU 。，：^) 存在对各 
变元的偏导数，且是极值点，则有 

入(尸 0 )=0, / y (/> 0 )=0 . (2) 

满足 (2) 式的点称为函数的稳定点.由定理 18.1 知，极值点要么是稳定点，要 
么在其上至少有一个偏导数不存在. 
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例如锥面2 = // + /,显然它在点 （0,0) 取得最小值，但在点 （0,0) 两个 
偏导数&(0,0)和 z y (0,0) 都不存在.参见图 18-1. 

注意： 定理 18.1 仅是取极值的必要条件，不是充分条件.例如马鞍面 z = 
叮在点(0,0)有 z ,(0,0) = z y (0,0)=0 , 但显然(0 ,0)点不是极值点.事实上，在 
(0,0)点的任何邻域内都存在两点其函数值异号，而;:(0,0)=0(见图 18-2). 




图18-丨 图 18-2 

下面讨论取极值的充分条件，用来判别稳定点是否确是极值点.类似于一 
元函数的情形，我们用泰勒公式进行讨论. 

设 /( ty ) 在具有二阶连续偏导数.记 

°11 =人*(:0,70)， a \ 2 = fty ( x 09 y 0 ) 9 a 22 = f yr ( x 09 y 0 ), 

a ll a 12 \ 

D = = a,,a22 - a 12 . 

a i2 a 22 

定理 18.2 如果 / U , y ) 在 PoUww ) 的某邻域内具有二阶的连续偏导数， 
/ *(« o » ro ) = 0 9 f y ( x Qt y 0 ) =0 ,那么 

( i ) 若 Z >>0, 则当 a " >0 (或 fl 22 >0) 时，/在 P 0 取极 小值； 当 a u <0 
(或 a 22 <0) 时，/在取极大值. 

( ii ) 若 Z ><0, 则 Po 不是/的极值点. 

( iii ) 若 D = 0, 则不能判定/在 P Q 是否取极值，需进一步讨论. 

证明 用二元函数的泰勒公式，并注意到入（％,7 () )=0，，（4,7 () )=0,则 
有 

4/* =/(*o + ^*»yo + ^y) - /(*o»ro) 

= y l/,*(^o + OAx , y 0 + 6Ay)Ax 2 + 2f” （ x 0 + 6Ax , y 0 + dAy) AxAy + 
f” （ x 0 + 6Ax , y 0 + dAy)Ay 2 \ 

= \\ fxx ( x 09 y 0 ) Ax 2 ^ 2 f XJ ( x 09 y 0 ) AxAy + f J 7 ( x 09 y 0 ) Ay 2 + 

a n Ax 2 + 2 a n ^xAy + a - n ^ y 2 \ 
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= y I a xl Ax 2 +2 a 12 At^y + a -^ Ay 2 + a n Ax 2 + 2 a n ^xAy + a ^ y 2 }, 

其中当 Ac — o , △: r - o 时， 

a n =/«( x o + OAx , y 0 + 6 Ay ) -/„(* 0 ， y 0 )— 0 ， 
dAx 9 y 0 + OAy ) -/”(〜， y 0 )—0, 

a22 =/^(^ o + OAx , jo + -/打(太 0 , y 0 )— 0 . 

为讨论方便，令 Ax = ^ocos < p , △/= psin 9 , 贝 ！ I 

△f = 皆 [ a iiC06 2 9 + 2 a 12 cos ^sin <p + a ^ sin 2 炉 + o ( l )] 

= ^[ A (( p ) + o ( l )], 

其中 o ( l ) 表示当 0 时的某个无穷小 M . 

( i ) 若 D = a " a22 - a ? 2 > 0 , 则 a n ^ 0 . 这时 

A ( < p ) = a u cos 2 (p + 2 a l2 cos < ps\n <p + a22sin 2 

= — [( a n co8 (p + a, 2 sin < p ) 2 + ( a n a22 - a ? 2 ) sin 2 ^]. ( 3 ) 

显然，对任意的史， /!( 史）与 a " 同号. 若 a | 1 > 0 , 则 4( 史） > 0 . 而 4(9) 是史 
的连续函数，因此 

m = min A ( a >) > 0, 

故存在5>0，使得当 ^<5 时， | o ( l )| < m , 从而当^< 5 时，△/与 / 4 ( 9 )同 
号，即 △/ 与 同号. 于是证得，当 a|1 > 0 时，/在 P 0 取极小；同理，当 
ail < 0 时，/在/^取 极大. 注意到在这里 x 与 7 的地位是对称的，从而用 a22 
代替可得类似的结论. 

( ii ) 若 Z >= a lia22 - a ? 2 < 0 , 这时分两种情形 讨论. 

第一种情形是 a „#0， 这时 (3) 式仍然成立.取史= 0,则;4(0)_0,它与 
同号. 取 f 充分小，可使4/■与 W 0) 即与 a „ 同号. 取使 fl , lC0S p l + 
a i2 sin 95 , =0, 这时 4(%)—0, 它与 a " 异号. 取 一充 分小，可使 △/ 与 /!(&〉 

同号，从而4/■与 心|异号. 这样，我们证明了， 4 / ■在 9 = 0 与在史=%是异号 
的（取 p 充分小），也就是说，/在心不取极值. 

第二种情形是 fl n = 0 . 这时 a 12 # 0 , 则 

^4 ( 9 ?) = sin ( p (2 a 12 cos (p + a22sin < p ). 

取沪 = 史 2 # 0 , 使 

I a 22 s * n <Pl I < 2 I a , 2COS ( p2 I , 

由这显然是办得 到的. 这样，当 9 分别 取外与 _ %时， 4 ( 9 )取不同 
的符号，从而当 p 充分小时， △/ 取不同的 符号. 也就是说，/在 P 0 不取极值. 
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= x t dx 9 


( iii ) 若 a „ a 22 -竓=0,不能判定/在 P 。 是否取极值.例如函数 / U ， y ) = 
y 2 +/,/ U , y ) = U 2 + y 2 ) 2 , 在 （0,0) 都有 D =0, 但前者在 （0,0) 不取极值, 
后者在 (0,0) 取极小值.这时讨论需用更高阶的泰勒展开.定理 18.2 证完. 

定理 18.2 的证明思想是，通过二元函数的泰勒公式，得到 

△/(* o ， y 。) =/( x 0 + Ax , y 0 + Ay ) - f ( x 0 , y 0 ) = yd 2 /(^ o » Jo ) + o { p 2 ). 

因此，若 d 2 /( Xo ,; y D ) #0 , 则当 p 充分小时，. △/( Xo , y 。〉 与 d 2 /(* o , y 。） 同号•于 
是，若(1 2 /(〜,：^)>0 , 则心 是极小 值点； 若 d 2 /(〜， y () )<0 ，则/>0是极大值 
点.又 

d 2 /“。 ， y 。） = /„ U 。 ， y 。） Ar 2 + 2 f xy ( x 09 y 0 )AxAy + / 打“ 。 ， y 0 )^ y 2 

t 、|7« 卜 ） T , 、 

= ( Ax , Ay ) = X J DX t (4) 

、 lA fryiy^y) 

其中 X = Ux ,~) T . 这是关于 Ay 的二次型，由二次型理论， X J DX >0 
的充要条件是 Z ) 正定，而这又等价于4的顺序主子式全大于零，故 Z >>0, 且 
/«(^ o » ro ) > 0 ( 或 / Jx 。， y 。） > 0) 时， f ( x ， y ) 在魚 ^ 0 ( x 。， y 。） 取极小值•而 
A ： T ZW ：<0 的充要条件是 D 负定，而这又等价于/!的顺序主子式负、正相间， 
故 D >0, 且/„(«。，7。）<0 ( 或<0)时，/(。^^在点/^卜…^^取极 
大值. 若 Z ><0, 则二次型(1 2 /(巧，八）= AT t Z > A ： 是不 定的. △/ U 。，％) 可正可负， 
也就是说函数在 PoUo ，：^) 不取极值.这种方法可以自然推广到更多个变最的 
情形. 定理 18.2 的证明，实际上只是在两个自变 ft 的情形，把4/与二次型同 
号，以及判别二次型正定的定理，都一起给出了证明. 

根据上面的讨 论有： 若 Z ) 正定，即^/(以， 7() )>0,则 / U , y ) 在点〜（&， 
: To ) 取极 小值； 若负定，即(1 2 /(外，九）<0,则 /( xj ) 在点 / VMJo ) 取极大 
值. 反之，若 / U ， y ) 在点 PoUo ，； To ) 取极小值，则 D 半正定，即 ( P / Uo ，;^) 多0 ; 
若 / U ,; y ) 在点 P 0 U 0 , y () ) 取极大值，则 D 半负定，即//(&,%)彡 0. 因此如果 
能直接验证(1 2 /(外，％)>(),也就可以断言/在取极小值.在下一节的 
例2,我们将会看到这种情形. 


讨论函+ 


解令 


r = A=0 , 

ox p 

兮、一， 




解得稳定点 /Vo,o). 

1 o 

p 

0丄 
q 

an = -^ - > 0, 故 /^( O . O ) 是 /( x , y ) 的极小值点 • 

2. 最小二乘法 

极值的最重要的应用之一是最小二乘法，它是用实际测里的数据来拟合曲 
线的一种方法. 

在现实活动中，常会遇到这样一类问题.两变置$, : K 之间具有某种对应 
关系 y =/( x ), 但并不知道 / u ) 的准确表达式，我们希望通过实际的测 a 数据 
(^ 7| )(—1 ， 2，〜^), 用一些简单、熟悉的曲线来近似它.多项式曲线比较 
简单，自然是最常采用的.一般来说先要对测量数据进行分析，如果它们大体 
上在一条直线上，便可用一次多项式即直线去近似它.我们仅以直线为例来说 
明这种近似方法或拟合方法. 

我们知道两点可以唯一地确定一条通过这两点的直线.但仅用两点所含的 
信息 ft 来反映： C , : K 之间的关系显然是不合理的，点数越多，所含的信息请就越 
多，而 n ( >2) 个点又如何确定一条直线呢？ 

设所求的拟合直线方程为 y=ax + b 9 
a, 6 待定.在&处，拟合直线取函数值 
ax i + b 9 而测量所得的函数值是故 

I 似 • + - Ji I 

给出在^处拟合直线的值与测擞值的误差. 

这个误差越小，说明拟合的效果在&这点越 
准确.问题是这样的&有 n 个： ，…， 

因此，刻画拟合的准确度应是这些误差 
的全体，即总误差.然而用什么来度量总误 
差？我们在第十四章§4即傅里叶级数的平均收敛性一节中就曾指出过，总误差 
可以有多种刻画，例如至少有下面的 三种： 

p \ = max I 似 ,+ 6 - I , 
l < « 

m 

/o 2 = 2 I + - r. I * 

“I 

p3 = 2 (+ 6 - y, ) 2 . 







其中化和 内 由于绝对值的出现，用起来不大方便.而以用乘方代替了化中 
的绝对值，用起来就方便多了.这种使&取最小即使所有点的误差的平方和 
取最小来确定拟合曲线的方法，就称4最小二乘法，它是由高斯 （ Gauss ， 
1777— 1855) 首创的.在拟合曲线是直线的情形，最小二乘法就是确定 a , 6, 
使&达到最小. 

记 


舄 

f(a 9 b) = y](axj + b - Yi ) 2 • 
为求其最小，分别对 a , 6求偏导数\并令它们等于0: 


da 

db 


II 

= 2 2 (似 i + 5 ) 太 i = 0 ， 

!■ 1 

= 2 公 (a 々 + 6 - y,) = 0, 

j-i 


写出来就是 


a 2 ^ S = 2 x Ji * 

I ■ I j ■ I • ■ I 

麟 羯 

a 2 = S r « • 

«■ I im 1 

为了把方程的解写淸楚,记 x = ( a , x 2 , •••，*„), y = ( yi ， y 2 t" m • y n ) f e = (\ f 
1，…， 1). 引入内积 


(x 9 y) = 2 x Cfi » 

则上述方程组可以写为 " 

(x,x)a + (x,£)6 = (x t y) 9 
(x 9 e)a + (e t e)b = (y 9 e). 

由克拉默法则，当 （x ’ x) {Xte) #0 时，方程组有唯一解，这个解也是函 

(x f e) (e,e) 

数/唯一的稳定点 


( x f y ) ( x , e )\ 



由于函数 /( fl ，6) 在全平面可微，且由实际问题知/必有最小值，因此唯一的 
稳定点必是最小值点，即函数 /( a , 6) 在稳定点处取最小值.这样我们便求得 
拟合直线为 
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其中，万， I 由公式 (5) 给出. 

最小二乘法也有它的不足之处.在测董中 
可能出现个别异常点，即与真实直线偏离较远 
的点，这时较大，平方后就更大.用 
平方和达到最小作标准，就可能导致拟合直线 
与真实直线偏离较大的情形（图 18-4). 从这 
个角度来说，&给出的总误差可以改善异常点 
带来的影响.对&求最小来获得拟合直线的 
方法称为最小一乘法. 


O 



图 18-4 



3. 多元函数的最值 


通过对最小二乘法的介绍，我们实际上已给出了一种利用极值求最值的方 
法.极值是函数/在某点局部的性质，而最值是/在某区域/>上的整体性质. 
只要搞淸楚了最值与极值的关系，就可找到求最值的方法. 

首先求出所有可能的最 值点. 函数 /( x ,； r ) 在 D 上的最值点可能是的内 
点，也可能是的边界点.如果是 Z ) 的内点，则必是极值点.因此可能的最 
值点包括可能的极值点和属于的边 界点. 或者说可能的 fit 值点就是稳定点、 
至少有一个偏导数不存在的点以及《于 Z ) 的边界点. 

其次，我们来判别这些可能的最值点哪些 是最大 值点，哪些是敢小值点. 
在已知/于 D 内存在最值的前提下，比较内所有可能的最值点的函数值（如 
果可能的话），就可确定出最大值点和最小 值点. 特别，若/>是开集，函数/ 
在 D 内可导且稳定点唯一时，则唯一的稳定点就是最值点.值得指出的是， 
最值存在性的前提是重 要的. 例如马鞍面 z = f ( x 9 y ) = xy 在单位圆 D = 1(、 
y )\ xUy 2 < II 内有唯一的稳定点(0,0),但这唯一的稳定点并不是最 值点. 

例2试在*轴， ： y 轴与直线 x + y = 27 r 围成的三角形区域上求函数 u = 8 in 
x + sin y - sin ( x + y ) 的 M 大值. VA 


解所给区域为 

D : \ ( x 9 y ) \ x + y 9 x ^0 1 y ^0 \ . 



则有 cosx = cosy . 当 （ x , y ) 是 D 的内点时必有 0 
x = r , 代入上式得 图 18-5 
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- cos 2x = cos x • 
(2cos % + 1)(1- 


= 0 , 


在 D 的内部只有唯一的稳定点函数 U 在有界闭集 D 上连续，故 
必存在最大值.比较边界上的函数值及稳定点的函 数值： 在稳定点的函数值 

U (音 w ’ Ik ) = 音乃； 在边界上 ， U = 0; 在边界 y = 0 上 ， U = 0;在边界 


: y = 2穴上， 


= 0, 


故最大值为吾 Vl ， 最大值点为(音 7 T，f 7 T ) 


例3证明《 > 1, s >0时， ts ^ t\n t - t + e % . 

证明只要证 /( s , t ) = tin + 在 /) = 彡 0， f 彡1丨上有最 

小值 m >0 .令 

F = e,-f=0 ， 

3 f 

= In (-5=0, 

解得 V = r 这时有无穷多个稳定点，它们形成一 r 
条平面曲线. 卜' 

下面我们用最小值的定义来说明稳定点是最小 / 

值点. 固定《 = £。>丨，则有 / 

^<0,当0彡 5< lnt 0 时， - 〆 

o S 

~^>0,当 In 5时， ^ ^ 

故在半直线多 0) 上，/在 （In to , t 0 ) 达到最小 图 18-6 

值.可见/在 Z > 上的最小值只能在曲线 = r 上达到•但 

/( 5 , e J ) = e*s - e 1 + e J - e's = 0, 

从而有 

f(s ( 5 , f ) G />. 


习 题 

1. 求下列函数的极大值点和极小 值点： 
⑴ / U ， y ) = U -” l ) 2 ; 
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• (2) f(x 9 yr ) =3 axy - x } - y 3 (a >0); 

(3) f ( x ， y ) = x y / J \ 一 H ( a t b >0); 

(4) f ( x t y )^ e 2 x ( x ^ y 2 ^2 y ); 

⑸ /(x , y ) = sin ^ + cos y + cos ( x - y ) (0 彡; r，y 彡号)； 

(6) /( x , y ) = (/^ T 7 2 - l ) 2 . 

2 . 已知 y = oa : 2 + + c , 观测得一组数据 （ u ,), i = l ,2， w ， n ， 利用最 
小二乘法，求系数 a , c 所满足的三元一次方程组. 

3. 已知平面上 n 个点的坐标分别是 

^ lixx . yi ) , A 2 ( x 2 ^ y 2 ) r - fA n ( x n 9 y n ) , 

试求一点，使它与这 n 个点距离的平方和最小. 

4. 求下列函数在指定 M 围 Z ) 内的最大值和最 小值： 

(1) f ( x 9 y ) ^ x 2 - y 2 , D = IUj ) I 太 2 + / 彡4| ; 

(2) f(x 9 y ) ^ X 1 - xy ^ y 1 y D = l (. r , y )| \ x \ + I / | ^ 1!; 

(3) /(%, y , z ) = ( a.x + 6 y + C 2) e - (,2 ' y? ' x2) , 其中 a 2 + 6 2 + C 2 > 0, D = R 3 . 

5. 求证： 

(1) jU ， y ) : Ax 2 + 2 Bxy + cy l ^2 Dx ^2 Ey ^ F 在 R 2 有最小值，无最大 
值，其屮4>0， B 2 < AC ; 

(2) /(«, y ) = xy + ^- + •^在0 < x , y < + « 有最小值，无最大值. 

6. 设 F ( x , y , 2 ) 有二阶连续偏导数，并且 

F ( x 09 yr 09 z 0 ) =0, F g ( x 0 t y 0 J z 0 ) ^0 . 

讨论由=0确定的隐函数 2 =/ U ，; r ) 在（％ ，乃） 取得极值的必要和充 
分条件.再求由 

+ y 2 + z 2 - 2 x 2 y - 4 z - 10 = 0 
所确定的 z =/(*，； r > 的极值. 

7. 求下列隐函数的极大值和极 小值： 

(1) ( x^ r ) 2 +( y + z ) 2 + (z + *) 2 = 3 5 

(2) z 2 ^ xyz - x 2 - xy 2 -9 = 0. 

8 . 在已知周长为 2 P 的一切三角形中，求出面积为最大的三角形. 

9•有一块铁片，宽6 =24 cm ， 要把它的两边折起做成一个槽，使得容积 
最大，求每边的倾角 a 和折起的宽度 x ( 见 F 图）. 
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§2条件极值与拉格朗日乘数法 

前面我们考虑了函数/在某区域 D 上的极值问题.但实际问题中，函数/ 
的自变最不仅限制在某个区域上，它还可能受到其他条件的约束.例如，求单 
位球内截长方体，使其体积最大.如果取单位球面的方程 z 2 + y 2 + z 2 = l , 这 
时长方体的长、宽、髙分别为2^ 2 y , 2 z , 因此长方体的体积为 V = ^ xyz . 
故抽象出来的数学问题是求目标函数 

V^Sxyz 

满足约束条件 

r + j 2 + z 2 = 1 , 

1%, yy 2 >0 

的 M 大值. 这时函数 V 的0变 ttx , z 不仅要满足定义域 x , y , z >0 的要 

求，而且要满足条件/ + /+/ = 1. 这类带有约束条件的极值问题就称为条 
件极值 问题. 而前面讨论的不带约束条件的极值问题就称为无条件极值或普通 
极值问题. 

条件极值有时可以化为无条件极值来求解.比如上囱的条件极值问题，从 
球面方程中可解出 z = 7 l - x 2 - y 2 , 代人目标函数，则问题等价于求 

V = %xy */ 1 - x 2 - y 2 

在区域 /) = \{ x , y ) \ % 1 ^ y 2 彡1 ， x >0，>^0| 的无条件 极值. 

条件极值问题的一般形式为求目标函数 

y =/(: 1 ， * 2，...，0 

在约束条件 

客 *( 太 1 ， 太 2 ，" •，太 n) = 0 ， k = 1,2, ••- ,m(m<n) 

下的极值. 

也就是说，约束方程可以有多个，而且它们可能对各变最来说都是隐式. 
这时要从约束条件方程组中解出 m 个显函数是非常困难甚至是不可能的.因 
此，希望寻求一种无需解出显函数来的 方法. 我们讨论 n =4， m =2 这种较简 
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单的情形，但方法已具有一般性.这时是要求目标函数在约束条 
件 


f F ( x t y 9 u , v ) = 0, 

[G(x 9 y 9 u 9 v) =0 


下的条件极值，其中 u ， y , u ,*；) e 仏 


0 ) 


以极小值为例，称点/^(&，；^，1^， 1 ; () )是函数/在条件（1)下的极小值点， 


如果 P Q 满足 （1) 式，且存在点的某邻域 0( P Q )C ", 使得对任意满足 （1) 式 


的/ > (*,7,1^，£；)€0(/ > ( ) ),有 

f(x 9 y 9 u 9 v)^f(x 09 y 09 u 0 ,v 0 ). 


⑵ 


为了能用微分学来进行研究，假设/， F , G 在"内具有对各变元的连续偏导 
数.我们主要考虑取极值的必要条件. 


设点是函数/在条件 （1) 下的极值点，则 

F(P 0 )^G(P 0 )=0, (3) 


且 （2) 式 成立. 如果那么由隐函数组存在定理知，在&点的 
某邻域内，方程组 （1) 唯一地确定一组可微函数 


卜 = u{x,y) y 
U = v(x 9 yr), 

它定义在 U 0 , 八） 的某邻域内，当 （ x ， y )€ D 时， （ x , y ,(/, 且这组 
函数满足方程组 （1) 和 


u 0 = u ( x 0 , y 0 ) 9 v 0 - ( x 0 t y 0 ). 

这时 (2) 式等价于说，（&,以)是函数 

g ( x , y ) = f ( x 9 y 9 u ( x 9 y ) 9 v ( x 9 y )) 

的无条件极 值点. 由无条件极值的必要条件知， Ucm ) 必须满足 

^ g ^ x OfJo ) = { + + + =0. (4) 

ldx d y du 〜 J (« 0 ., 0 ) 

注意这里 d : t ， dy ， du , dr ; 不是独立的，它们在 / Vx 。， 满足 

W 0 ) = {|^dx + |^ d”|^du + |^ dt；L =0， ⑸ 

dC(P 0 ) = {|fd* + |^d r + |^du + |^di;}^ =0. (6) 

r o 

将 (5) 式 (6) 式分别乘以 A , 和 A 2 后与 (4) 式一起相加得 

{(^f + Ai lf + A2 ff) d * + (lf +A| lf + A2 ff )〜 + 
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^_F 


+ A 2 lf ) dt ，}， 0 , 


⑺ 


其中 A ,， A 2 待定. 由于 心，#， du , di ; 不独立，故不能从 （7) 推出 dx ， 打, 
du , dt •的系数等于零.但已知故方程组 


2£ 

Su 


+ 又1 


±F 

S u 


iG 



dv OV 



在 P Q 点有唯一解 （ A ,, A 2 ), 这时 (7) 式化为 

{(lf + A| lf + A 2 lf ) d * + (5 +A| lf + A 2 f^)#} p = 。- 

由于 dy 独立，则它们的系数等于零，于是得 P 。 及满足的方程组 





£/ 

flu 


+ A | + A 2 7^ = 0, 

ay fly 

.. SG A 
+ A >^ + A ^ =0 * 




+ 又| 




F(x ,y 9 u 9 v) = 0, 

G(x 9 y 9 u,v) = 0 . 

方程组含 6 个方程，6个未知数一般说来是可以由此解出 
(文0,70, “0, M ) 和 （ ,义2)的.这时 （* o ， yo , w o , v o ) 就是 /( 戈， r , w , tO 在条件 （1) 下 
的稳定点，而 Uo ， yQ ) 就是函数 g ( x ， y ) 的无条件极值的稳定点. 

引人辅助函数 

Hx 9 yjU 9 v)=f(x f y 9 u,v) + X l F(x f y,u,v)-¥X 2 G( > x,y 9 u 9 v), ( 8 ) 
则上述方程组前四个式子恰为 

L X (P 0 ) = L y (P 0 ) = i u ( /V = M P 0 ) = 0. 

(8) 式定义的函数称为拉格朗日函数，而 A ,, 称为拉格朗日 乘数. 上面的讨 
论即 是说： 若/^(々，^，叫，!^)是函数/在条件 （1) 下的条件极值点， 则心是 
拉格朗日函数的稳定点，且 P 0 满足约束条件 （1). 我们把上面的推理总结为 
下面的定理. 

定理 18.3 若 /( 太小 M ， i ； ) ， F(x 9 y t u,v), G (% ， y ， u ， i ；) 在点 户。（ ％。， y 0 , 
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Wdo ) 的某邻域有连续的偏导数，且函数/在约束条件 （1) 下在点取极值， 
矩阵 

F x F v F u F v ) 

(9) 

^ G , G y G u G t ^ 

的秩为 2, 则存在唯一确定的 A lf A 2 , 使得 

f L , (尸 o ) = L y (/ > 0 ) = 1.( P 0 ) = M P 。）= 0， 
lF(/>o)=G(P 0 )=0, (10) 

其中/^^：^1/,1；)是拉格朗日函数，其定义为 L =/++ A 2 C . 

注意 （10) 式中有六个方程，由它可以确定六个未知数和 A ,, 
A 2 . 其中（以，灿， 4 / () ,1；。)是拉格朗日函数的稳定点，从而是函数 /(%； K ， u , tO 的 
可能条件极值点，而（^，: yo ) 就是函数 g (: 的可能无条件极值点.又因为 
(以，凡，^ ( >,1； () )是/(:^ ; ^心1；)的条件极值点等价于（&，；^)是尽（、：)0的无条件 
极值点，故只要用无条件极值的充分条件即可判别稳定点 （ x ^^ u 。， r 。） 是否 
为/的条件极值点. 

他山 iViH in m frr ： / r\\ ^ ^ *^) I . « 廿 


值得指出的是，我们用矩阵 （9) 的秩为2代替了条件 


六0，其 


理由是，由 （9) 的秩为2知总有一个二阶行列式不为零，对此进行类似于上述 
的推理，便得到一样的结果.读者应注意到所有变 S %, y , W ， t ; 在方程组 
(10) 中的位置是对等的. 

现在我们回头来解本节开头提出的问 题：求 V = 8 xy 2 满足约束条件 


的最大值. 

作拉格朗日函数 


= Sxyz + A ( x 2 + y 2 
L x = Syz + 2 Xx = 0, 
L y = 8 xz + 2 Ay = 0, 
L z = 8%y + 2Az = 0, 


- 1 ). 


由前三式及 x>0, y >0 t z>0 得 

Sxyz^ - 2Ax 2 = - 2Xy 2 = -2k 2 , 
从而 x = y = z ， 代人最后一式得 

3. x 2 = 1, 



解得拉格朗日函数的稳定点为 
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由实际问题知所求最大值必存在，而稳定点又唯一，因此唯一的稳定点就是最 
大值点.故球内截长方体中以正方体的体积为最大. 


例1求/(^ 7 ,2) = :^在条件 
下的极 小值； 并证明不等式 


一 =— (a; > 0, y > 0, Z > 0, r > 0) 




其中： t ， y , 2 为任意正实数. 
解作拉格朗日函数 


L(%,y,z) = xyz + 


M )- 


•* = yz - ~2 =o» 


= 0 , 


^* = - t = °* 


由前三式得 


^ = 


因此 ， x = y = z . 把它代人最后一式即得拉格朗日函数的稳定点为 


下面判别稳定点是极值点.若记 = 


,则 &(3 r ， 


3r,3r) 


HiL 


^0 . 故方程 


在稳定点的附近可唯一地确定可微函数2 令 

g(x 9 y) =f(x 9 y 9 z(x 9 y )) 9 

我们用二元函数取无条件极值的充分条件判别(3「,3/0是以 
约束条件得 


，: T ) 的极值点.由 


由复合函数链式法则 
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3g a 

r x = yz ^ xy 3 

d g 

d y 


=w 




d 




d r 


y 


a 1 g dz yz 2yzdz 2yz 3 
dx 1 ^ y d ^ x l X ^X~ ^3 

g d z z 2 2yzdz 

dxdy ~ J dy X x 3y- 

3 2 g 2xz z 


z 1 z 2 2z 3 

7 "T + "^ ：, 


r 


故函数 g 在 (3r,3r ) 点有 


an 

a 12 


6r 


a 12 

fl22 


3r 

6r| 


36r 2 -9r 2 = 27r 2 >0, 

且 a u =6r>0. 因此 g(x,y) 在 (3r,3r) 处取极小值，这等价于 /( x ， y, z) 在 (3r, 
3r,3r ) 处取条件极小值 

/(3r ， 3r ， 3r) = (3r) 3 • 

分析约束集 Z>: 

D = |(a:,y,2)|-j + y + ~ = -^ t x>0 ， r>0,z>o}, 

它是一无界集，当 U, y ,z) 在 Z) 内远离坐标原点时，函数 / 将趋于正无穷.因 
此，函数 / 的唯一极小值点是函数的最小值点，即有 

xyz^(3r) 3 , (x 9 y 9 z)^D. 

由于在 0 内有 r = ( 士 + 十 + 十厂 i , 代人上式即得 

3( 士 + 十 + +) ^^z >X ,y y z>0. 

注意上式又可写为 



这就是我们熟悉的平均值不 等式： 三个正实数士，丄，十•的几何平均与算术平 
均的关系 . % Z 

例 2 求函数 /=: + ”： + r 在约束条件 = c 4 ( 其中：， y ， 2 ,£ ， c >0 ) 下 
的极值 . 

解作拉格朗日函数 

L(x 9 y,z,t) = x^y + z+t^X( xyzt - c 4 ). 
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令 


由前四式得 


再从最后一式解得稳定点 


= 1 + \yzt = 0, 
L v = 1 + Xxzt = 0, 
L: = 1 + Xxyt = 0, 
L f = 1 + Xxyz = 0, 
xyzt = c 4 . 



x = y = z = t = c . 

下面判定稳定点是极值点.注意此例中函数/有4个自变量，但只有一个 
约束条件.由约束条件确定出某个隐函数代入/后，则/还有3个独立的自变 
量，因此不能类似上例用定理 18.2 来判别.为此我们用 d 2 /( c , c , c , c ) 的符号 
来判别是否极值. 

在求微分之前，我们必须搞淸楚变量之间的关系.由于有一个约束条件 
xyzt = c 4 ,变班«之间不是独立的，从而 dx , dy , dz , dt 之间也不 
是独立的.它们之间的关系可以通过在约束条件等式两边求微分而 得到： 

yztdx + xztdy + xytdz + xyzdt = 0 . ( 11 ) 

特别在稳定点 U , c , r , C ) 处 h , dy , dz ，( h 应满足 

dA ： + dy + dz + dr = 0. (12) 

也就是说，四个变 ffi 中只有三个是独立变 M . 这里不妨取 x , y ， 2 为独立变 
»，则£是 x , y , z 的函数，那么 （11)(12) 式中 dy , ch 是自变 M 的微分, 
而 df 是函数的 微分. 这时/ = 

明确了上述变 ffi 之间的关系后，我们来求 微分. 由一阶微分形式不变性有 

d /= dx + dj + dz + , 

其中 d :«， dy ， d 2, ch 满足 （11〉 式，从而 

d 2 f=d 2 t. 

为求 d 2 f , 在 （11) 式两边再求微分，得 

(ztdy + ytdz + yzdt )dx + (ztdx + xldz + xzdt)dy + 

(ytdx + xtdy + xydt)dz + (yzdx + xzdy + xydz)dt + 
xyzSt = 0 , 

在上式中令 x = y = = 得 

_ 2 

= —^~[dxdy + dydz + dxdz + dt(dx + dj + dz )], 

其中 h , d 7 ， dz ， dt 满足 （12) 式，，将 （12) 式代入得 
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d 2 t = - -^[d.rdy + 6ydz + dxdz - (dx + dy + dz) 2 ] 
=(cia: 4- dy + dr) 2 + dx 2 + dy 2 + dz 2 ] > 0 , 


因此函数 / 在（ 0 “，(：， 0 取条件极小值， /( c , c , c , c )=4 c . 

前面我们已经看到，利用拉格朗日函数 L ( P ), 使我们町以方便地求得可 
能的条件极值点.其实，利用拉格朗日函数 L ( P ) 还可以判别可能的极值点是 
否确是极值点，即有下述 结论： 

设匕是拉格朗日函数的稳定点，则 

( 1 ) 若 d 2 i (尸 0 )> 0 ,则/在/> 0 取条件 极小； 

( 2 ) 若 d 2 i (/> 0 )< 0 , 则/在/> 0 取条件 极大. 

我们把证明留给读者（习题 11 ). 

这个结论和必要条件（定理 18.3) — 起表明，拉格朗日函数使条件极值问 
题完全化为了无条件极值.它消除了约束条件的影响，使所有变 世处于 平等地 
位.这个方法是拉格朗日引进的，称为拉格朗日乘数法，它简明优美，可算应 
用数学的一个典范. 


习 题 

1 . 求下列函数在所给条件下的 极值： 

( 1 ) /= % + y , 若 A： 2 + y 2 = l ; 

( 2 ) /= x 2 + y 2 9 若 x + y - 1 = 0 ; 

⑶ /=龙 - 2y + 2z ， 若 + y 2 + z 2 = 1 ; 

(4) /=丄 +丄，若 z ” = 2; 

x y 

(5) /= xyz , 若 x 2 + y 2 + : 2 = 1, % + 7 + 2 =0; 

(6) f = ax 2 + by 2 +2 hxy ， 若 + y 2 = 1; 

⑺ /= x 2 + y 2 + z 2 , ^( x 2 + y 2 + z 2 ) 2 = a 2 x 2 + b 2 y 2 + c 2 z 2 ,lx + my + nz =0. 

2 •求 /= 在条件 x + y + : = a , a > 0, m >0, n > 0 f p > 0 f x > 0 t 

r > o , 2 > 0 之下的最大值. 

3. 求函数 2 = + /) 在条件 : t + 7 = /(/ >0，；1彡 1) 之下的极值，并证 

明：当 a 彡0, 6彡0, n 彡1时 

丨 fl + 6 ) 
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4. 求表面积一定而体积最大的长方体. 

5. 求体积一定而表面积最小的长方体. 

6. 求圆的外切三角形中面积最小者. 

7. 长为 a 的铁丝切成两段，一段围成正方形，另一段围成圆.这两段的 
长各为多少时，它们所围正方形面积和圆面积之和最小. 

8. 求原点到二平面 aix + + Cj2 + 4=0, a 2 x + b 2 y + c 2 z + d 2 = 0 的交 

线的最短距离. 

9. 求抛物线和直线间的最短距离. 

10•求 x > 0 ， y > 0 ， ：> 0 时函数/(*， 7 ，：）= 111 *+ 21|17 + 3111 z 在球面 
x 2 + y 2 + z 2 = 6 r 2 上的极大值.证明 a , 6, c 为正实数时， 

afe 2 c 3 ^ 108 (^| tC ) 6 . 

11 •设函数 /( x t y t u 9 v ) 9 F ( x 9 y 9 u , v ) 9 G (*, y , u , r ) 二阶可微，雅可比 

矩阵 



的秩为2.令 

L ( x t y f u f v )^ f ( x , y , u 9 v )^ X l F ( x , y 9 u 9 v )^ X 2 G ( x 9 y t u f v ) 9 
若户0(^),70,“0，1^)是函数乙的稳定点， 证明： 当 d 2 L (/V > ( < )0 时， P 0 是 
函数/在约束条件 

F ( x f y 9 u f v ) =0, G ( x f y f u f v ) =0 
下的条件极小(大）值点. 




第十九章含参变量的积分 

为了表示函数，特别是非初等函数，我们曾经系统研究过函数项级数.函 
数项级数是指 

X/ U n(x). 

nm I 

我们已经知道，对每个 u n U ) 可能是很简单的函数，例如 a / 或 a „cos ^ + 
6 „sin 但无穷项加起来后，却可以表示极其复杂的函数.本章研究的含参 
变量积分，与函数项级数十分类似，其区别之处是，级数是对离散量 ri 求和， 
而我们这里是对连续量求积分.当这种积分是有穷区间上的正常积分时，由于 
已有了多元函数与微积分的理论，研究起来是比较简单的.这是本章§1要讲 
述的内容.当这种积分是无穷区间或有穷区间的广义积分时，情况就同函数项 
级数更为类似.这时一致收敛的槪念成了理论的关键，这是本章§2要讲述的 
内容.应用函数项级数的方法是§2的主线，掌握连续变设与离散变 量的异 
同，则是读者学习本节要特别注意的地方.§3将通过含参变 ft 积分给出两个 
十分重要的非初等函数——贝塔 （ Beta ) 函数和伽玛 （ Gamma ) 函数. 

§1含参变量的正常积分 

设函数 / U ,； k ) 在矩形区域[«,6]/[^：,4]上有定义，对 [ a , 6] 上任一固定 
的戈0， /( M ， y ) 在上可积，则 

J/( x 09 y)dy 

就确定一个数.当: t 在 U , fe ] 上变动时，这样的积分就定义了一个函数 

Ux ) = J f ( x , y)dy , [ a ,6], 

称此积分为含参变量的积分，参变量为 X . 

定理 19.1( 积分号下取极限）设八“:^在矩形区域^乃 ] x [ c , cf ] 上连 
续，则 

/(*)= \ d f(x 9 y)dy 

在 U ,6] 连续. ' 

证明对任意: t €[ a ，6 ]，x + AcG [ a ，6]， 有 
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/U +AO - /U) = 厂 [f(x^Ac 9 y)-f(x y y)]dy. 

由于 / U ， y ) 在 [ a ，6] x [ c ，< f ] 连续，因而一致连续，故对任给的 e >0, 存在 
5 >0,对任意的 （ h ， y ,) , ( x 2 , y 2 ) € [ a , 6 ] x [ c , ef ] ，只要 I 〜- 太 2 I < <5, 
I 7 i - ^2 I < 谷 ，就有 - 

\f(x l9 y { ) -f(x 29 y 2 )\ <iZT c - 

因此只要 | At | <« S , 就有 

\f(x^Ax 9 y)-f(x 9 y)\ 

对都成立，因而 

\ 1( X •¥ Ax) - 1( x) \ 1/( X + Ax y y) -f(x 9 y)\ Ay 



这就证明了 /( O 在％ 点连续.由 x €[ a ,6] 的任意性，知 /( x ) 在 [ a , 6] 连续. 
定理 19.1 证完. 

/ U ) 在 [ a ,6] 连续，这等价于说，对任意有 

lim /(*) = /( x 0 ) ， 

即 lim [ f(x 9 y)dy = [ f(x 09 y)dy = [ \imf(x,y)dy. 

m ^ s q J c J a J a 蕙 〜 0 

因此，定理 19.1 告诉我们，在定理条件下，求极限和求积分可交换次序.我 
们也常说求极限可取进积分号内，或说在积分号下取极限. 

从几何上看，定理19 •丨 是显 然的. z =/ U , 7 ) 表示矩形 [«,6] x [ c , d ] 上 
的一块 曲面. 不妨设 /(〜 y )>0, 这时 

I(x 0 ) = | f(x 09 y)dy 

表不平面尤=欠。上，曲面 z = /( :« , y ) 与 
平面 x = 相交的曲线下方位于 y = c 
和 : y = d 之间，且 z 多0部分的曲边梯形 
的面积.当曲面是连续时，这个面积 
/ U ) 显然是 [ a , 6] 上的连续函数（图 
19-1). 

定理 19.2 (积分号下求导数）设 
/(无，)0和入（欠，7)在[(2,6]><[(：，(/]上连 
续， 则 /(X) 在 [ a ， 6] 有连续的导函数， 
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尸⑴= f x ( x 9 y ) dy . 

C 


证明对任意: te [ a ，6] 和 ： t +上 6 U ，6], 由拉格朗日中值定理，存在 
06(0,1), 使得 

/(% + At) - l{x) ( d f(x + Ax,y) - f(x ， yr ) 、 

石 = J f z; dr 


「 /U + Ax 9 y ) -八 
= Jc ~^x 

= |/,(* + 6Ax y y)Ay. 


由函数 /, U , y ) 在 [ a ,6] x [ c ,( f ] 连续，从而一致连续，即对任给的 e >0, 存 
在 8 > 0 9 只要 | 土丨 <5,有 

|/ X (x + 0 Ax , y ) - f x (^> y )\ 

对同时成立，因此 


= | J f [/.(* + SAx y y ) - f x ( x 9 y)]dy 

^ J \fx(x + 6^x 9 y) - f x (x 9 y)\dy 
= £ - 

故 /( x ) 在 x 可导，且 

尸 “)= J fx(x 9 y)dy. 

由 xe [ a ,6] 的任意性及定理 19.1 知， / U ) 在 U ,6] 有连续的导函数，且上式 
成立.定理 19.2 证完. 

定理 19.2 的结论又可写为 

^ j/(^»r)c«r = \ c f x (x 9 y)dy= ^ j^f(x 9 y)dy. 

这说明，在定理的条件下，求导和求积分可交换次序.我们也常说可在积分号 
下求导数. 

例 1 求 1(6) = J^lnd + 6 cos x)dx 9 其中 |0|<1. 

解对任意丨0丨<1,存在6使得|0| <6<1.于是 

/(^^) = ln(l + 0cosx), Mx96) = r ^- 
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都在 [0, tt ] x [ - 6,6] 连续，由定理 19.2 得 


当时 


，，⑷ 


neu + I :( 1 - r + U dx 


6 Q 


•k 

• o 1 + 


0COS X " 


令 tan f = f ，则 

[ K — = [ + 
Jo 1 + 5cos X Jo 


(i + 0) + (i - e)t 2 


=-^arctanjn* 

/ TT ^ 2 N i “ 


n 

V~\ - e 2 


因此 


— Ok 


r ( e ) = 今- -^ L = :一 p = ^ 二- 。巩 — _ - 
0 e y l - 0 2 v / i - fl 2 (i + / rry 2 ) 

积分得 

，⑻ =[ —— 

J Vl - d 2 (l + V\ - d 2 ) 

r d y i - e 2 

J 1 + v/l - 0 2 

= Kln(l + yi- 0 2 ) + C , 0e[-6,6],( 
又由 /(0)=0 及 /( fl ) 的连续性得（: =-7 rln 2, 因此 


= 7T 


1( d ) = Trln 


1 + %/ 1 ; g 2 


， 6 


我们发现，用含参变最积分给出的/(0)，原来是一个初等函数.这一点， 
用一元函数的积分知识是不容易看出来的.我们用了含参变量积分的理论（积 
分号下求导数），才把它计算出来. 

例2计箅定积分 

解这个积分并不带参变量，但被积函数的原函数不能用初等函数表示. 
为此，引人参变量，考虑含参变量积分 
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， U)= J: 1 ， aG[0,l]. 


我们将通过积分号下求导数，再求出/=/(1).记 

ri 、 ln(l + ax) 


/( 太， a) = 


f a (x,a) = 


_1_ I a ^ x _ a \ 

■f a%) ~ 1 + a 2 V 1 + x 2 1 + axj 


， ' (\^x 2 )(\^ax) l + a 2 \l + x 2 1 + axT 

它们都在 [0,1] x [0,1] 上连续，根据定理 19.2 , 有 

/’(a) = ^f a (x 9 a)dx 

=aarctan x + 4~ln(l + x 2 ) - ln( 1 + ax) 1 
1 + a 1 I 1 o 

= a + 2 ' ln2 " ln(l + a ) l - 

注意到 /(0)=0 ，故 

/(1) = /(l)- /(0)= £r(a)da 

=loiT^l 4 -0 + i ,n2 - ,n(, + ff) l da 

=['g'lnC 1 + a 2 ) + yin 2arctan a] |^ - | —p + f ) da 

= 晋 In 2 +yin 2-/(1)= ~ln 2 - /(l), 

从而 /=/(l) = |-ln2. 

下面我们进一步考虑含参变量积分的积分限也依赖于参数 x 的情形.为 
此先考虑函数 

I(x,u) = | f(x,y)dy 

的性质 . 

定理 19.3 设函数 /(^0 在矩形区域 [^,6] x [ c ,(f] 上连续， 

I(x 9 u) = | f(x 9 y)dy 9 

则 （ 1) /U, “ ）在 [a ， 6]x[c ， cf] 上 连续； 

(2) 若 /,U,y) 在 [«,6]x[c,d] 上连续 , 则 /U,u) 在 [ a ,6] x [c,d ] 对各 
变元有连续偏导数 . 

证明 （ 1) 对任意 U 0 ， “ 。）， U ， ii)€[a,6]x[c ， (f ]， 则 
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1 /(x ， it) - /(x 0 ， u 0 ) 1 = IJ f(x t y)dy - | °f(,x 0 ,y)dy 

=j J:[/(: ，： y) - /“ 。，川 # + J“/(: ， yM：y . 

由 / U , y ) 在 [ a ,6] x [ c , 糾上连续，因而有界且一致连续，知存在 A />0, 使 

1/( 太，; y)l 矣财， ( x 9 y )^:[ a 9 b ] x [ c , d ], 

且对任给的 e >0， 存在 SpO ， 对任意的 （ x 〗，/〗），（ 太2, y 2 ) €■ [ a ， &] x [ c , d ] ， 
只要|%1-文2 1 和 lyi-hl <谷 \，就有 

1/( 太 i ，， i) -/“2 ，， 2 )丨 < 2( JT C )- 

取5 = min ( 5,，点)，则当 :• x - :。1 < 5,丨 m - 1 /。丨 < 5时，有 

I I ( x t u )- l ( x 0 , u 0 ) I 


^ f 。1/(太，: r) - /(太 o，/) Idy + M U 
J c I u o 



即 / U , “）在（: t 0 ,! i 0 ) 点连续.由 U 0 ,“0) G [ a ,6] X [ r , d ] 的任意性，便证得 
/(戈，14)在[<»,6]><[0,{/]上连续. 

(2) 由微积分基本定理，/对 u 有连续的偏导数 



又由定理 19.2, /对 x 也有连续的偏导数 

If = |/^*-r)dy- 

这就是所要证明的，定理 19.3 证完. 

利用定理 19.3 及复合函数的连续性与求导数的链式法则，立即可得下面 
两个定理. 

定理 19.4 设函数 / U ， y ) 在 [ a ,6] x [ c ，( f ] 上连续， c ( x ), ( iU ) 都在 [ a , 
6] 上连续，并且当:时，有 

C 彡 c(x) ， d(x)^ d. 

则 F(x)= O:，，)# 

在 [ a , fc ] 连续. 

证明令 ix = ( f (：0， V = c(x ) 9 /( x , u ) = I f(x 9 y)dy. 根据定理 19.3, 

- j f(x,y)dy - |/(x, j)dy 
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= I(X 9 U) - l{XyV) 

在[0,6]<[0,^]<[<：，^]上连续.由复合函数的连续性知 

F ( x ) - Ux , d ( x )) - I ( x , c ( x )) 

在 [a，fc] 连续. 定理 19.4 证完 • 

定理 19.S 设函数 /U,y)，/•(• tj ) 都在 U,6]x[c，(i] 上连续，又 cU 
和 cTU) 在 [a,t ] 存在，且当时，有 

c ^ c ( x ) , d ( x ) ( d ， 

Cd(x) 

则 F { x )= J ^ f ( x 9 y)dy 

在 [a,6] 可导，且 

F f ( x ) = [ f x ( x t y)dy + f ( x 9 d ( x )) d 1 ( x ) - f ( x , c ( x )) c f ( x ). 

^ c(x) 

证明令 

/(x, u)= J f (. x f y ) dy t 
H ( x t Uyv )= j f ( x 9 y ) dy . 

则由定理 19.3，// 对各变元有连续的偏导数. 
又 cU), (/U) 在 [a，6] 可导，且当怎 €[a ，6] 时， 

c (. x ) , d ( x ) 彡 d ， 

故由复合函数求导数的链式法则， FU )=// U，cU)，(iU)) 在 [ a ,6] 可导，且 


ru )= 


SH SH, 



= fx(x 9 y)dy + f(x ， d(x))d’ （ x) - f(x 9 c(x)) c 1 (x). 

c(x) 

定理 19.5 证完. 

其实，定理 19.4、19.5 也可以不用定理 19.3 而直接证明，作为一个练习, 
请读者把它们写出来. 


例 3 设尸 o 咖. 

解这个积分是积不出来的，但用定理 19.5 有 


r(x)= 


xydy + 


M 爷 )- 


= x 


2 sin 


3 sin x 3 - 2 sin 
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例4设 /( x ) 在 x =0 的某邻域内连续，则微分方程 

fy u) (x) =/(*), 

U (0)=0 , /(0)=0,…，/"-°(0)=0 

的解在 z =0 附近可表示成 

y(x)= 

其中 ri 是任意正整数. 

证明利用定理 19.5, 则 

〆 (*)= ( n _ L " I ) I J 。( 71 - 1)“ - t ) n ' 2 f ( t)dt + 
(n- 1)! ( * " V “） 



= (n-2)!l 0 ^-^ 2 /(Ocl ， 

一 般地有 

，⑴ = uJ-mL (…” ，(机 

从而 

r < n - ,) ( x )= \ x f(t)dt 9 

Jo 


y U) (x)=f(x). 

显然 

y(0) = 〆 (()）= … = y ⑴ (0)= … =y u -"(0) = 0. 


最后我们来讨论含参变量积分 / U )= J ^/ U , y ) dy 的积分问题.如果/(幻 

在 U ,<>] 可积，通常把它在 [ a ,6] 的积分写为 

^J(x)dx = £ [| /(^.y)dy] = J dxj f(x 9 y)dy t 

称之为先对 y 后对; t 的累次积分. 

定理 19.6( 积分交换次序）设 /( x ， y ) 在[(1，6]乂[0，^]上连续， 

/“) = J f(x,y)dy 9 

则 J I(x)dx = | dyj f(x 9 y)dx 9 

即 ^dx^f(x 9 y)dy = j djj f(x 9 y)dx. 

证明由定理 19.1，/ U ) 在 U ,6] 连续，°因而是可积的，令 

/,( u) = J d%| f(x 9 y)dy , u€ [ a ， & ] ， 
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I 2 (u) | dy| f(x 9 y)dx 9 u^ [a,b]. 

由定理 19.1 知， ]^/( 〜 >0 鈔在 [ 0 ,6] 连续， 因此 Mu) 在 [a,6] 可导，且 

/ 1 ( w ) = J /(u,y)dy, 

又由定理 19.3 知，关于变量 y, u 二元连续，其关于 u 的偏导数 
/(a,y) 也是连续的，从而由定理 19.2 知， / 2 U) 在 [ a ,6] 可导，且 

r 2 (u) = J ^ | f(x 9 y)dxdy = J /(u,y)dy. 


这就证明了 

/’i(a) = /;(u) ， m 6 [ a , 6]. 

因此 /|( u) = / 2 ( u) + c , a ^ [ a , 6 ]. 

令 u = a ， 由 K a) = f 2 ( a ) = 0 推得 c = 0 .故 

I { (u) = / 2 ( u) , [ a , 6 ]. 

令 a = 6 , 即得 


J dx j f ( x , y)dy = J Hy | /(x,y)d 


定理 19.6 证完. 

定理 19.6 说明： 在被积函数二元连续的条件下，两个累次积分可以交换 
次序. 

例5 用积分交换次序求解例1,即求 


1(0) = ln ( 1 + dcos x)dx , 
Jo 


其中丨0丨< 1. 


解显然 1(6) = pdx f f C0S：g dy • 令 

Jo Jo 1 + ycos x y 


因为 /( by ) 在 [0, tt ] x [0,0] 上连续，所以积分可交换次序， 

1 ( 0 ) = fdy T— COS -^- dx. 

Jo • Jo 1 + ycos X 

用变量代换，在例 1 中已求出 


ycos 


dx = 


^ i - r 2 ( 1 + \/ i ^r 2 ) 


o 1 + ycos x 
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因此 


Kd ) = 


-yTT 


•d 

= TZ 

n 


= 7tln 


V 1 - j 2 (1 + vl - j 2 ) 

a/n~ 


dy 


1 


=7 = 7rln(l + -J \ - y 2 ) 


V\-6 2 

2 



习 



1. 求下列 极限： 

(1) lim [ \/ x 2 + a 2 dx ; 

(2) lim x 2 cos axdx; 
a—o J o 

(3) lim [ -- ^ - j- 

a-0 J a 1 + ^ + a 

2. 求 ru ), 其中： 

(1) F(x)= j* e-^dy; 

(2) 尸“) = \ CO % X e x ^ 2 d yi 

J min s: 

(3) 

」《*♦* y 

(4) F(x) ^ j [ j\/U ， J)ds] dt. 

3. 设 / U ) 为连续函数， h >0 

F(x) = | 0 [ \ Q f^ x + ? + V) — ] df ， 

求厂 U ). 

4. 研究函数 

Hy) = ifw Ax 

的连续性，其中/(幻是 [0，1] 上连续且为正的函数. 

5. 应用积分号下求导法求下列 积分： 

(1) ln( a 2 - sin 2 «)d^ ( a > 1); 
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(2) ln ( 1 - 2 a cos x + a 2 ) dx ( ! a | < 1); 


(3) [ 2 ln ( 
Jo 


⑷ 

J ( 


arctan ( 


b 2 cos 7 x)dx ( a , 6 5 ^ 0 ); 


- d ^ (M < i ). 


6. 应用积分交换次序求下列 积分: 


(1) [ ^7 — X —^x (a >0,6 > 0); 

Jo »n x 

(2) W ,n 7)ifr dx (a >0,6 > 0). 

7 .设 / 为可微函数，试求下列函数的二阶 导数: 

⑴ Fix ) = [ ( a : + y ) f ( y ) Ay \ 

Jo 

(2) F ( x ) = ^ f ( y ) \ x - y\dy (a < 6). 


. 证明 


: W: 舍分 ” JM 


9 •设 以; y )= In Vx 2 ^y 2 dx , 问是否成立 


10 •设 


r(o) = J ； ^.„/^77| r _ o d* 

F(x) = ]e sc<m ^cos(x8in 0)dd y 


求证/ ^ ) = 2 k . 

11 •设 / U ) 为两次可微函数， pU ) 为可微函数，证明函数 


»0 = y[/(x - at ) + f(x + at )] + { 9 ( z )d 


满足弦振动方程 


及初始条件 


( 太， 0) = /( 文）， u t (x,0) = cp(x). 
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§2含参变量的广义积分 


1. 一致收敛 

广义积分有两种，一种是无穷限积分，即积分区间为无穷的情形，另一种 
为瑕积分，即积分区间虽然是有穷的，但被积函数在积分区间内无界.当含参 
变量的积分是广义积分时，就称为含参变量的广义积分.它自然包括两种. 

设 /( z ,： y ) 定义在 [ a ，6] x [ c ,+ »), 则 

/(*) = | f(x,y)dy 

为无穷限的含参变量积分，其中 x 是参变量， y 是积分变量.如果 /( Ly ) 定 
义在 [ a ，6] x [ c ，( i ]， 且对任意: [a ， 6] 以及 jy>0 充分小， /(*， y ) 对 y 在 
[ c , tf - J ?] 可积，但在[^ - 7,3) 无界，则 

J(x) = | f(x 9 y)dyr 

是含参变最的瑕积分.根据广义积分的定义 

J f(x t y)dy = ^lim J f(x 9 y)dy t 

I f(x 9 y)dy = lim | ”f(x ， y)dy ， 

它们都是含参变 M 正常积分的极限， i 与函数项级数 

2 u k(x) fX 6 [a ， 5] 

十分类似，它是有限和（部分和）的极限 

澹 羯 

2 u k(x) = lim Y] u k (x). 

“I * & .I 

唯一的差别是，在级数的情形，极限是对离散量 n —00 取的，而在含参变量广 
义积分的情形，极限是对连续量 4— + 00或 7 — 0 + 取的. 回忆函数项级数理 
论，我们研究过它的两个基本 问题： （1) 收敛 区域； （2) 和函数在收敛区域的分 
析性质（连续性、可微性、可积性等）.对含参变量的广义积分，同样地有两个问 
题，但收敛区域的问题，实际上已在第十一章中讲述过.因此本章主要讨论由 
广义积分表示的函数的分析性质问题. 

回忆函数项级数的情形，在和函数分析性质的研究中，一致收敛的概念起 
了关键的 作用. 通过一致收敛，把无穷和的性质化为有限和的研究.在含参变 
量广义积分的讨论中，我们也引人一致收敛的概念，它把广义积分的问题化归 
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为含参变量的正常积分，而后者在本章§1中已讨论过.本章主要讨论无穷限 
的情形，但所有的结果都可平行地推广到瑕积分的情形. 

定义 19.1 设 / u , y ) 定义在 u ， fe ] X [ c , + 00), 且对任意 xGU ，6], 无 
穷积分 

Hx) = \^Ax 9 y)dy 

收敛. 若对任意的 e >0, 存在当时，有 

| J f(x t y)dy - I(x) < e , 

或 < e 

对:都成立，则称含参变量的广义积分 {’"/( DOdy 在 [ a , 6] — 致 
收敛. ' 

显然，定义中的区间 [ a , 6] 可代之以开区间、半开区间、无穷区间等等. 

例1证明含参变量广义积分 xe — Rdy 

(1) 在 [ a , + — 致收敛，其中 fl >0; 

(2) 在(0， + 00) 不一致收敛. 

证明 （1) 因为 

^\ e' xy dy = - e -* y |** = 以彡 ^ a , 

而 j ' e - d =0, 所以对任给的 e >0, 存在/^>0，当时有 e - d < e , 
从而当/1>/4 0 时，对任意的 a : 多 a , 有 

< e . 

这就证明了 f * :在 [ a , + 00) — 致收敛. 

(2) 要证存在6 0 >0,对任意的 a 0 > o 9 存在 a > 4。和 x 0 e (0, + oo ), 

使得 

| J 4 x 0 e ~ x o y dy ^ e 0 . 

从 \^ xe^ xy dy = e - x4 

易知，只要取 eo = "^ e -1 ， x 。 = (0, + » ) ，就有 

•L x o e " x ° v dy = e " 1 > e 0 . 
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也就是说，存在 eo =+ e -1 >0, 对任意 々 sO , 存在；4>4。和*。= ~^€(0， 
十 《), 使得 

|*L % oe* v dy = e" 1 > ye' 1 = e 0 - 

因此: te •” dy 在 (0，+ oo ) 不一致收敛 • 

显然， J ^ 06 xeiMy 在[0, + oo ) 是收敛的.当*>0时 

* 丨 ♦ * 

• Jo —d r _e-| o =1, 

而当文=0时，被积函数恒等于0,故 

/(,)=J ； %e-d,={^ : 二 … 

例子表明，尽管被积函数 / U ， y ) = : r e My 在 [0, + oo ) x [0，+ oo ) 连续，但 / U ) 
在 x =0 不连续.读者可能已意识到，其原因是积分在包含: t =0 的区间是不 
一致收敛的.后文将说明事实的确如此. 

为便于判别一致收敛性，下面给出一致收敛的柯西准则和几个常用的判别 
法，它们的证明和级数的相仿，请读者把证明写出来.其中 [ a ,6] 区间可代之 
以开区间、半开区间、无穷区间等等. 

定理 19.7 (一致收敛的柯西准则）含参变诳的广义积分 | + ° Vu , y ) d y 在 

[ a ,6] —致收敛的充要条件是对任给的 e >0,存在正数当4、 / T > 
时，对任意的 [ a , 6] ,有 

\ A / ( < x , y)dy < e . 

定理 19.8 (魏尔斯特拉斯判别法，或 Af 判别法，或控制收敛判别法）设存 
在函数 A /( y ) 与常数 fl > c , 使得当>^5与*€[(1，6]时，有 

\f(x 9 y)\ ^ M(y) 9 

而广义积分 j :* M ( y ) d ： r 是收敛的，则 j ♦*/(*, 在 [ a , 6]— 致收敛. 

定理 19.9( 狄利克雷判别法）设 （1) 含参变董的正常积分 P / U ， y ) d y 
在4彡 c 与; te [ a ,6] 有界，即存在 M >0, 对任意 / i 彡 c 及任意:有 

^ M ； 

(2) 对每个固定的 x €[ a ，6]， 函数 g ( x ,; r ) 关于 y 是单调的，且当； 

+ «时， g ( L ： r ) 在致地趋向于 0. 则含参变量广义积分 
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J c f(x,y)g(x,y)dy 

在 [ a ,6] —致收敛. 

定理 19.10( 阿贝尔判别法）设 （1) j + ° V ( x , y ) d y 在 [ a，M — 致收敛； 

(2) 对每一个固定的函数 g ( x , y ) 关于： k 单调，且 gU , y ) 在 
x ^: [ a, b ] 9 y 多 c 有界. 

则含参变量广义积分 


\^Ax 9 y)g(x.y)d r 


在 [ a ,6]— 致收敛. 


例2证明 在（一 00 ,+ 00 ) — 

证明用媿尔斯特拉斯判别法.由于 

I cos ( xy ) I 1 


致收敛 • 


对; ® ® ) 与 x € [0, + » ) 成立，而广义积分 I 


* os ( xy ) 


dx 在 （- oo , + ® ) —致 收敛. 


例 3 证明 


收敛，因此 


在[0, + 00) — 致收敛. 


证明用阿贝尔判 别法. 已知 ^dx 收敛（第十一章§ 1例9已证 

明）.又对每一个 y €[0, + 00), 函数 e-a 关于 x 是单调函数，且 

|e*’l 彡 1 ， [0, + ® ) , yG [0, + 00 ). 

由阿贝尔判别法知， 00 在 [0, + ») —致收敛. 

Jo X 


2. 含参变置广义积分的分析性质 


定理 19.11 ( 积分号下取极限）设 /( x ,： r ) 在 [ a ，6] x [ c , + 00 ) 上连续，若 
含参变量广义积分 

I ( x ) = | f ( x 9 y)dyr 

在 [ a ，6] 上一致收敛，则 / U ) 在 [ a ,6] 连续. 
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证明对任意欠 ， x + Ac 6 [ a , 6 ] , 

\ I(x + Ax ) - I ( x )\ = j | lf(x + Ax , y ) - f(x , y)]dy . 

由于 j /(：«，y)(ly 在 [a，6] — 致收敛，知对任意 e >0， 存在当4 >/ I 。 
时，对任意的:有 

\\ A /(^.r)dy < j. 

固定已知|^/(^ 7 ) ( ^是太在[(1，6]的连续函数，因此存在5>0,只 

C 

要 | &丨<§,有 

| J:/U + ^, y ) d y - J /( x , r ) d y | < I ， 

从而 |/U + 厶幻 - !( x )\ 

^ || [ f(x + Ax 9 y ) - f ( x 9 y)]dy + 

i*L + △ 太， ，） - f(x 9 y)]dy 

^ j j /( x + Ax,y)iy - | f(x 9 y)dy + 

I[ /(x + j. |L f^ x >y^y 

€ € € 

< T + T + 7 = 6 - 

这就证明了 /( 幻在 [ a ,6] 连续.定理 19.11 证完. 

/ U ) 在 [ a , fc] 连续，这等价于说，对任意 Meu ,6], 有 

lim /(:) = /(* 0 ) ， 

即 lim [ f ( x 9 yr)dy = 1 ( x 0 ) 

= f ( x 09 y)dy = j lim/(%,y)d7, 

也就是说，求极限可以取到积分号之内，或说在积分号下取极限. 

定理 19.12( 积分交换次序）设 /U,y) 在 [ a ，6]x [ c ,+ 00 ) 上 连续. 若含 
参变量广义积分 

/“） = \^ f ( x 9 y)dy 


在 [ a ,6] 上一致收敛，则 
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\ b I ( x)dx = J + *d r J/(x, r )d*, 

j j f(x 9 y)dy = J dy | f(x 9 y)dx. 
证明由定理 19.11 知， /( 幻在 U,6] 连续，故可积，即 


J I(x)dx = | dx I f(x 9 y)dy 


为确定的数.下面只要证 


lim J dy J /( x , y)dx = J /(x)d«. 

根据含参变 M 的正常积分的积分交换次序定理，有 

jj j f(x,y)dx - I(x)dx 

= jj'dx J /( x , r ) d r - 

^ j jJ f /(^»r)dr - Kx) dx. 

因为 J^°Vu,y)d；y 在 [ a ,6] — 致收敛，所以对任给的 e >0, 存在 4 > c ，当 
时，对所有的有 

|J/(*, y )dr-/(*)|< 6 -f^, 

从而当4 时， 

|| dr I/(x,y)dx - j /(x)dx j 

C |J:/“ ，： T)d”/(x ) 卜 <Aj:d …. 

定理 19.12 证完. 

定理 19.13( 积分号下求导数）设 / U，y) 和 /,U,y〉 都在 [ a ,6] x [c, 
+ oo) 上连续，若 J^°>U，：r)d y 在 [a，6] 上收敛， £°V,U， y )d y 在 [ a ，6] 上一 


致收敛，则 


在 [a , 6] 可导，且 


/“)= ^ tB f ( x 9 y)dy 
尸 ( 太 ) = i f x (x 9 y)dy 9 

J: f(x,y)dy= ~f{x,y)dy 


即 



证明令 
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士)= j * X / x (^ r ) dy . 

根据定理19.12, g U ) 在 U ,6] 可积，且对任意有 

J ^ g(%)dx = J dx J fAx , y)dy 

= \ c Ay ^ J v ( x , y)Ax 

=[f “， y ) ~/( a , y)jdy 
=/O) - 1(a). 

由定理 19.11, gU ) 在 [ a , 6] 连续，故在 [ a ,6] 可导，从而 /( t ) 可 
导.两边对 f 求导数得 ° 

即 r ( x ) = g ( x )= \^ f x ( x 9 yUy . 

定理 19.13 证完. 

定理19.11、19.12、 19.13 分别对应丁第十二章§3函数项级数的定理 
12.9, 12.11、 12.12. 读者不难看出，从定理的叙述到证明，它们都是类似的. 
例 4 求狄利克笛积分 

/= r 

Jo x 

解 与上节例2—样，这个积分本身不带参变班，但为了求出它，引人因 
子多 0). 考虑含参变量的广义积分 

/( r )= [ 40 ° y 彡 0. 

Jo x 

记 /(^ r ) = e ->^. 

这时 fy ( x 9 yr ) = - e " >r sin x . 

它们都在 [0, + oc ) x [0, + oo ) 上 连续. 例 3 中已证 P " f ( x 9 y ) dx 在 [0, + oo ) 

• 0 

上一致 收敛. 故由定理 19.11 知， /( y ) 在 [0,+ oc ) 上连续，从而有 

/ = /(0) = lim /( j ), 

r - o * 

这正是我们要 求的. 为求 /( y ), 我们先求 / # (; y ). 因为对任意 a >0, 

\ f y ( x , y ) I = I e * xv sin x \ ^ e ' ax , y^a >0 9 

而 p °° dA ； 收敛. 由 Af 判别法， 在[«, + oo ) — 致收敛•由 

0 J 0 
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定理 19.13 知， /( y ) 在 [ a , + 00) 可导，且 


^( y )= J f y ( x 9 y)dx = - J 


xdx 


e ~ xy ( ysin a : -f cos x ) * * _ \ 

由 a >0 的任意性，上式对 y €(0， + 00) 均成立，即有 


因此 


r(y) = Tvy 2t y>0 . 

/( y ) = - arc tan y + c , y > 0. 


注意到^在 [0， + oo ) 有界，便知当 y >0 时有 


—Ax ^ Af J 


y 


由此可知在 （ l ) 中令 


，便得 


= lim 


因此 


/(y)= - 




” 寻 ， y >0, 


这样，我们便证明了 


/ = /(0) = lim 1 ( y ) = 


d ^ = y . 


狄利克雷积分中的被积函数其原函数是不能用初等函数表示的， 

但现在我们利用含参变 M 积分的分析性质，避开求原函数而最终求得了积 
分值. 


进一步，我们还有 


y » a > 0, 


= { 0, a=0. 


事实上，当 a =0 时显然 成立. 当 a > 0 时，作变换 
-似=£便可得 上式. 有时也把它写成 


= G 当 a <0时作变换 


d % = ysgn a , 


其中 sgn z 是 z 的符号 函数: 
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1 ， X >0, 
sgn x = 0 ， x = 0, 

- 1 , % < 0 . 

显然， sgnx 不是初等函数，现在我们用一个含参变量的积分把它表示出来了. 
•例 S 计算积分 

解 由丨而 J " 厂_收敛，知_[厂(_)、*收敛.用分 

部积分法，有 




♦ 00 f ♦ 

+ 

n Jo 


in 2x 


_ p 06 迚 
• o 


dx = y. 




例 6 计算积分 


- - dx (0 < a < 6 ). 


解 注意到 


e - _ e ' 6 * C b 

—— = 卜时， 

•+ac -a* — -6: 「♦» 广 6 

则有 - dx = dx e " xy (\ y . 

Jo * Jo Jfl 

如果积分能交换次序，那么这个积分就易求得.为此，我们验证定理 19. 12诸 
条件成立. 显然 / U ，： r ) = c -” 在[0，+ oo ) x [ a ，6] 连续，而 

I e' *' | ^e" , y^: [ a , 6] f x^O. 

因此， p 06 在[«,6]—致 收敛. 故积分可交换次序，从而 

Jo 

(%« - o* 一 ■ 6* f6 f+« 

Jo — — 叫， j 0 

= rfi:: dy= rx 

定理 19.12 说的是，在一定条件下两个积分可交换次序.不过在那里一个 
是无穷限的积分，而另一个是有穷限的积分.若两个积分都是无穷限的积分， 
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在什么条件下两者能交换次序呢？下面我们先给出迪尼定理，它是定理 12.10 
的积分形式，其证明方法也是类似的.然后再利用迪尼定理给出上述问题的一 
种答案. 

定理 19.14( 迪尼定理）设 / U ， y ) 在 [ a ,+ oo ) x [ c , c /] 连续，非负.若 
在[0,心收敛，且作为 y 的函数在 [ c , d ] 连续，则 r ° Vu ， y)h 
在 [ cd ] 是一致收敛的. 

证明用反 证法. 若 J^°°/U, y )dx 在 u , d ] 不一致收敛，则存在 eo>0, 
对任意的 Af 多 a, 存在 /1 0 多 Af 和 [ c, d] ， 使 

K f(x,y 0 )dx ^e 0 . 


取 Af 丨= max ( a , l ), 则存在/4丨>从 丨， yi € [ c , (f ] ,使 f ( x , yi ) 6 x ^ 
取 A / 2 = inax ( 4!，2), 则存在4 2 >时2， [ c , ], 使 | fix f y 2 )dx 


多 eo ; 


e 。， …； 

如此继续下去，得严格单调增数列1 A I , A 
d ] 9 使得对任意 ft , 有 


) 和数列 ly * lc [ C , 


\ a f ( x 9 y k )dx ^ e 0 . 


由致密性定理知 ly 4 l 有子列收敛到 y Q e [ c ,( f ]. 为书写方便，不妨就设 ly A l 收 
敛到 y 。， 即 limy A = y 。. 对任给 Wm > a , 由/的非负性，当/^>爪时有 


[*♦ * r * * 

f(x , y k ) dx ^ J f(x 9 y k ) dx ^ e 09 


再由 P °°/( x , y ) dx 作为 y 的函数在 [ c , d ] 连续，在上式令 / i — + oo 得 

a 

f(x 9 y 0 )dx ^ £ 0 » 

J m 

这与在 y Q 点收敛 矛盾. 这就证明了 J +0 e / U ， y ) d : t 在 [ c ，( f ] 一致 
收敛.定理 19.14 证完. 

定理 19.15 设 / U , y ) 在 [ a ,+ oo ) x [ c ，+ 00) 连续且非负， 

| f(x,y) dx 9 J f(x,y)dy 
都收敛，且分别在 [ c , + oc ) 和 [ a ,+ oc ) 连续，若 
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f + * f + * f ♦ ® f + * 

\ c dy h /“， y ) dx ， j。dxj f(x 9 y)dy 

中有一个存在，则另一个也存在，且两者相等. 

证明不妨设存在.要证 

f(x,y)dx = |* dx| + f(x,y)dy. 

由迪尼定理知在 [ c , d ] — 致收敛，因此由定理 19. 12有 

\ c d r j fl f(x,y)dx = I dx^ f(x 9 y)dy, 

I f♦ * fd r*« (*♦» 

=I J ^ dxj f(x t y)dy - j dxj f(x 9 y)dy 

= | ir dl ir /(x,y)dy |- 

已知存在，即对任给的 e > 0 , 存在、 > a , 使得 

|L7 d *l!* /(xij,)dj, | < i- 

又由迪尼定理知在 [ a , 4 ] — 致收敛，故存在 Co , 当 d >C() 时有 

\\ 7 f ( x ' yU ^< 2 uf ^ r ) 

对所有 [ a ，/!。]— 致成立，从而当 d > c0 时， 

111 0 ， y )#| 

… /(* ， r)dy | + dx^ f(x,y)dy 

< 2 ( Ao - a )| l o ° dl | + f = f + f = 6 - 

定理 19.15 证完. 

例 7 计算概率积分（又称为欧拉-泊松积分） 

J = J:%” 2 dx. 

解这个积分显然是收敛的.作变量代换 x = u /， 则 
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两边对 u 从0到 + 00积分，得 

J 2 = f + *du[ + "ue- (u, 2 )u 2 de. 
Jo Jo 

若积分可交换次序，则有 


J 2 = J:*dfJ:*u e - <u,V du 



记 /( U ，0 = 下面验证定理 19.15 的诸条件 成立. 事实上， 

/(以，0在[0，+ ® ) x [0, + ®) 连续非负， 

= e - u 2 y , 

£"/(u.*)du = \ 士 2 

都在[0,+ 00) 连续，且 

lo dt io /(u>t)du = f 

存在，这就验证了定理 19.15 的条件，同时证明了积分交换次序的合理性. 
对于含参变 tt 的尤界函数的积分，即含参变童的瑕枳分 

J(x) = f(x t y)dy , [ a , 6] , 

C 

其中对于每 一 xC [ a ,6], cf 是瑕点，可以建立相应的理论.这里同样要用到 
一致收敛的概念，亦有相应的判别法.我们不在此赘述了 • 

习 题 

1. 证明下列积分在指定的区间内一致 收敛： 

rn cos ( 叮 ） ,/ n 、 

(l) Jo ^77 dy (… >0) ; 
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( 2 ) r c -^ d y (-00 <,< + 00 )； 

1 + y 

(3) y x e~ r dy (a ^ x ^ 6); 

(4) [ e' xy dy ( x ^ O ) 9 p >0 是常数； 

Jl f 

f- ^L dx ( o). 

Jo 1 + x p 

2. 讨论下列积分在指定区间上的一致收 敛性： 

(1) [ / ae ' a * dx (0 < a < + « )； 

Jo 

(2) f.'e- 町 dy ， 

Jo 

( i ) x^[a , b ] ( a > 0), ( ii ) x ^: [0,6]; 

(3) J 二 e -“- a ) 2 dx ， 

( i ) a < a < b ， ( ii ) - « < a < + ® ; 

(4) J o +08 e-* 2(Uy2) sin xdy (0 < x < + oo ). 

3. 设 /(0 在 t >0 连续， p 0 " ^/( Odt 当 A = a，A = 6 时皆收敛，且 a <6. 

Jo 

求证 •• P " t x f ( t ) dt 关于 A 在 [ a ,6]— 致收敛. 

Jo 

4. 讨论下列函数在指定区间上的连 续性： . 

(1) F ( x ) = ^ ^ 2 dy ，: y € ( - oo , + 00 ) ; 

(2) FU )= P " -^- dy 9 x >3; 

Jo 1 + 7* 

(3) F ( x ) = [ - — y - dy , x € (0,2). 

5. 若 / U ,： y ) 在 [ a , fc ] x U , + oo 〉 上连续，含参变量广义积分 

，⑴ = \^f(x 9 y)dy 

在 [ a , 6) 收敛，在 : t = 6 时发散，证明 /(： t ) 在 [ a , 6) 不一致收敛. 

6. 含参变量的广义积分 / U ) = \^ Ax 9 y ) dy 在 [ a ,6] — 致收敛的充要条 
件是： 对任一趋于+ * 的递增数列|/1„|(其中 l = c ), 函数项级数 

S f '*!/■(*. r)dy = 2 u n ( x ) 

w : 1 舄 n m 1 




在 [ a ,6] 上一致收敛. 
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7. 用上题的结论证明含参变量广义积分/(幻= \^ f ( x t y ) dy 在 [ a ,6] 的 

积分交换次序定理（定理 19.12) 和积分号下求导数定理(定理 19.13). 

8. 利用积分号下求导计算下列 积分： 

(1) / n ( a )= £" U 为正整数， a >0); 

(2) [ -- - - sin mxdx ( a > 0, 6 > 0) ; 

Jo x 

(3) \ xe~ ai sin bxdx (a > 0). 

Jo 

9. 利用交换积分次序计算下列 积分： 

「♦» - a* 2 - 6* 2 

⑴ Jo ~—— x " dx (a>0,6>0); 

(2) [ ---- sin mxAx ( a >0,5>0). 

Jo x 

10. 利用 6= 计算拉普拉斯积分 





和 £,= r * 

Jo 1 + X 

11. 利用六=吴{厂^ 2 (^>0)计算傅伦涅尔积分 

F= f"" sin x 2 Ax^\ f 
Jo 2 Jo 

和 F | = [ cos x 2 dx = \ \ ^^ Adx . 

Jo 2 Jo 

12. 利用已知积分 



计算下列 积分： 







( 3 ) 
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⑸ (a>0). 

13. 求下列 积分： 

( 1 ) [ ~—~~ cos tdt ; 

Jo t 

( 2 ) • 

Jo 1 + x 

14. 证明： 

(1) 在[士 ，6] U >1) 上一致 收敛; 

(2) 在（- 00 J ] U <1) 上一致 收敛. 


§ 3欧拉积分 


本节讨论两个特殊的函数，伽玛 （ Gamma ) 函数或 r 函数和贝塔 （ Beta ) 函数 
或 B 函数. 它们都是用含参变爾:广义积分表示的非初等 函数： 


r( a ) = x a ' ] e ~ X dx , a > 0 , 


B ( a ,6)= 


(1 — x ) b " l dx , a >0, 6 >0. 


贝塔函数 B ( a ,6) 又称为第一欧拉积分，伽玛函数 r ( a ) 又称为第二欧拉积分， 
两者统称为欧拉积分. 

1. r 函数 


(一） r 函数的定义 

含参变量积分 f 86 x a - ] e ^ dx 是一积分限为无穷的广义积分，当 a < 1时, 
有瑕点 x =0, 此时它又是瑕积分.因此 

r(a) = Jr x°- l e^ x dx 

的定义域就是积分的收敛域. 

由于积分既有瑕点又是无穷积分，故分别考虑两积分 

/(a)= x°' l e' x dx 9 7(q)= f +0e x a ' l e' x dx 9 
o J i 



对于积分 / U )= x °- l e ^ dx t 当 0 多1时是正常 积分； 当0<«<1时， 


*) = lim 


由瑕积分的比较定理知积分 收敛； 当《^0时， 


— , 0<文<1， 


而 f 1 ^发散，因此积分发散. 

Jo x 

对于积分 JU )= p 00 / deMd : ,当 a >0 时， 

i 

lim x 2 (x°- l e- x) = lim 太 1 + fl e”=0 ， 

♦明 

故积分收敛. 

综上所述知 r 函数 ru ) 的定义域是 a > o . 

(二） r 函数的分析性质 

r 函数在其定义域 a > o 内连续且有任意阶连续导数 

r ( n ) ( a )= ^-'(ln x ) n e ' x dx . 

事实上，由于对任意 a >0, 总存在 c 和 ( f 满足 0< c < a < d , 因此只要证明对 
任意给定的 / i(n =0,1,2,…）， 

£ ^-'(in x) n e -* d *, x ) n e' x dx 

在 a e [ c , cf ]— 致 收敛. 事实上，对于 f/ddn xr e -* dx , 由于当 
d ], <[0,1] 时，有 

l^-^ln x ) n e - x \^\ x c - l (\n x ) n \ 9 

而当 c >0 时 ， f ^-'(ln xYAx 是收敛的，因此「 x°' l (\n x ) n e~ g dx 在 [ C ， d ] 
J 0 Jo 

—致 收敛. 对于 f /-Hln *)>-* d *, 由于当时，有 

^^(ln x ) n e " x ^ x d ' l (\n x ) n e "\ 

而 P " /-^ln ： O n r * dx 收敛，故太 0 - 1 …无在 [ c ， d ] — 致收敛. 
» 1 

这就证明了 p W ^-'(ln : rre — Mx 在 [ c , d ]( c >0) — 致收敛，从而以《)在《> 
Jo 

0可积分号下求导数，得 

r U ) ( a )= J ' 00 ^-'(ln x ) n e ~ x dx . 


dx , 由于当 a G [ c 


X ^ x 9 由于当： t>l 时，有 


(三）递推公式 



286 


第十九章含参变量的积分 


r(a + l) = ar(a), a > 0 . 

事实上，由分部积分法， 

r(a + 1) = I x°e~ X dx = - x a e x + [ ax°" ] e~ z dx 
Jo o Jo 

=a x a ' *e' X dx = aT(a). 

Jo 

特别，当 o 是正整数 n 时，有 

r( n + 1) = nT( n) = n( n - l)^(n-l) = …=n!r(l) = a!. 

这说明，以(0在( 1 = ；1 + 1取值 n !. 可见 r 函数是阶乘； I !的延拓，这是 r 函数 
非常重要的一种性质. 

令 x = ： y 2 ， 则 

r ( a )={； W ^- V ^=2 j ；* r -- e - 2 d y ， a > 0. 

用概率积分便得 


r ( i) =2 Io e:dy = 2^=A. 

于是，对正整数有 

r( B + -i-) = („-|)r( n -|) 

= ( n -|)( n - l -{) r ( n - l -|) 

= (n-j)( n -i-{)-(i + |)|r(|) 
= 古 (2/i-l) (2/i - 3)-*3-l -Jn 


对任意 a >0， 总存在非负整数 n ， 使《? = n + p (0< p < l ), 则由递推式 

r(a) = r( n + p) = ( n + p - 1) … （1 + p)pT(p). 

这样便把 ru ) 的研究归结为 r ( p ), o < p ^ i . 而 r ( P ) 的值可从 r 函数表中査 
得. 这样对任意 a > o 可计算出 ru ) 的值. 


2. B 函数 

(一） B 函数的定义 

含参变量的广义积分 f ^-'(l - x) b -'dx 在其收敛域中定义了一个二元 

Jo 



BU ,6) = £ z a -'(l - x ) b ' l dx y 

称为 B 函数，它的定义域就是积分的收敛域.显然当6^1时，积分是 
正常积分，但当 a < l 时， x =0 是瑕点，当 6<1 时 ， x = l 是瑕点.为此，分 
别考虑两积分 

q 2 x a ' l (\ - x ) b - l dx 9 j 1 , x ) b ' l dx . 

% 

r I 

对于 2 ^-'(1 当 a 矣 0 时， 

Jo 

limx [ x a - , ( l -%) 6 - 1 ] = (°° ， a< ° 

11， a =0, 

故积分 发散； 当 0< a < l 时， 

o # 

故积分收敛. 

对于积分 K 当6在0时，由 

lim (1 - x )[ x a ''(l - x ) b ' { ] = I 

知积分 发散； 当0<6<1时，由 

lim ( l - x ) , - 6 [* a - I ( l - x ) 6 

知积分收敛. 

综合上述， B 函数 B ( a ,6) 的定义域是 a >0, b >0. 

(二） B 函数的对称性 

B ( a , b ) = B ( 6 , a ). 

事实上，令 z = l -： r , 则 

B ( a , fc )= \ ] Q X a ~ l (\ - x) b - l dx 

= f(l - y ) a ~ l y b - l dy 
Jo 

= B ( 6 , a ). 

(三） B 函数的递推公式 

B ( a , 6) = — ^ . 1 . B ( a , b -1) (a >0,6 > 1), 

B ( a , 6) = ^^ jB ( a - \ 9 b ) (a > 1,6 >0). 
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事实上，当 fl >0， 6>1 时，由分部积分得 


B(a,6)= - x) b ' l dx = 士 £(1 - x) b - l dx a 

= 丄， (1 - 幻口丨丨 + —[x a (\ - x) b - 2 dx 
a lo a Jo 

=- /- 1 + x a )(\ - x) b ' 2 dx 
a Jo 

= ■^ r [ x a - i (i - x ) b - 2 - x a - x d - x) b - ] ]d 

a Jo 


移项便得 


[B(a,6 - 1) - B(a,6)], 




由对称性，当 a > l , 6>0 时 

B(a,6) = B(6,a)= ° T 1 -B( b ， a-\) 

a + & - 1 

=-g-"- 1 -B(a-l t b). 

a + o - 1 

(四） b 函数与 r 函数的关系（狄利克雷公 式）： 

B( a , 6)= 早 m a > 0, 6 > 0. 

事实上，令 xzt 2 -， 则 

1” 

B(a,6)= 


因此 




r ♦» v ° -1 r + ® 

=Io ^7^0 


du • 


令士广 ，_ 

B(a,6)r(a + b) 


=r TT7 ^ dy ^ [x(i+y)]a "" ，e_x<ur,(i+y)d 

= J + " r a - | dy | + " x a + 6 - , e - x ( Uy ) dx . 


如果积分可交换次序，则有 



B ( a 9 b ) T ( a + 6) = | 

=r 

J n 


r x dx ^ y °- l e- xr dy 

dxf + " (^) a -' e -^ 


d ( xy ) = r ( i ) r ( a ), 


B ( a ,6)= 


r ( a ) r (6) 


叩 r(a + 6) • 

下面证明上述积分的确可以交换次序.为此，只需对 

验证定理 19.15 的条件成立.注意到积分 

^ f ( x 9 y)dx 和 J :°°/“， y ) d y 

都不仅仅是无穷限的广义积分，当 a + 6< l 时，前者有瑕点 x =0, 而当 a <l 
时，后者有瑕点 y =0. 为此先设（2多1, 6^1,这时这两个积分都不再有瑕 
点.显然， /( x . y ) 在 [0,+ co ) x [0，+ ® ) 连续，非负•而 


厂 /(x ， y)dx = 厂广 “ 丨 / 1 〜 - “ 1 ”、, 


^- ] + y )] fl “- V * U ”〉 d(l ”) 


(1 + y ) 


=---- -1 \a + 0) 9 

(1 + “ 

\^ Ax t y)dy = f # % a 46 - I y a - ， e - ，( Uy ) d r 
Jo Jo 

= ^- | e -* J ^( x r ) fl - , e -^ d ( x r ) 


它们都在 [0，+ oo ) 连续，还有 

[ dy\ f(x 9 y)dx = B( a , b)F( a + 6) < » ， 

Jo Jo 

dx [ f(x 9 y)dy = r( a)T( 6) < » . 

Jo Jo 

故由定理 19.15 知，积分可交换次序，即有 

B ( a f 6) r ( a + 6) = r ( o ) r ( t ), a 彡1，6多 1. 

这就在 a ^ l , 的条件下证明了等式.用 r 函数的递推公式，上式可写成 

m M r(a + i)r(6) a ru)r(6) . n ,. 

B( a + 1,6 ) = ■ p(—y-jy = — b Y( a V b J * a>0 *^ K 
又由 B 函数的递推式，知 

B( a + 1,6 ) = a , 6 ) , a >0,6^1, 



由此推出 
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B ( a ,6 ) = 


ru)r(6) 


a … ru + 6) ，…， …. 

重复上述推理，便知，等式对 a > o , 6>0成立. 

根据 b 函数与 r 函数的这个关系，立即可以从 r 函数的性质和函数值得 
到 b 函数的性质和函数值.例如，从 r 函数在定义域内连续，便推知 b 函数 
在定义域内连续，等等. 


1. 利用欧拉积分计算下列 积分： 

⑴ 

(2) V x - x 2 dx ; 

(3) JV% 3 (1 - V ^) dx ; 

(4) I 。% 2 >/ a 2 - x 2 dx ( a >0); 

(5) [^ sin 6 xcos 4 a : dx ; 

⑹ (::心 

(7) (n 为正整 数）； 

⑻ 

(9) j ^ sin 2n xdx (n 为正整 数）； 

(10) 厂 , dx U 为正整 数). 

2 •将下列积分用欧拉积分表示，并求出积分的存 在域: 

f + ® ^rn-l 

(,) L 2 - r ^ d - 


6x ; 


⑶ 

J 0 


dx 

>71 - ， ’ 

tan n % dx ; 
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定积分解决的是一维连续量求和的 问题. 解决多维连续 量求和 的问题，便 
是本章要讲的重积分. 

有定积分概念为基础，重积分的槪念是不难理解的.例如，求非均匀棒的 
质量引导到定积分概念，求非均匀薄板或非均匀空间物体的质童就引导到重积 
分的概念.重要的问题是重积分的计算.定积分计筲的关键是牛顿-莱布尼茨 
公式，它使得定积分的计算有了快速可行的统一方法.重积分的计算是逐次地 
化为定积分来计算的，它的难点是确定积分限，这一点请读者特别注意. 

§ 1重积分的概念 

先回忆定积分的概念.函数 /(X) 在区间 u,6] 上的定积分 £/ U ) dx 定义 
为黎曼和的 极限： 

f fix)Ax = lim^ 

卜 0 

详细地说，函数 /( x ) 定义在 [«，6] 上，对 [ a , 6] 的任意 分法： 

a = x 0 < X \ < ••• < x n = b , 

它将 [a ， fc ] 分为 n 个小区间 [A - I ，: k , ](i = 1,2, …， n ), 每个小区间 [i ， 〜 ] 的 
长度是 At , = 在每个小区间，七]上任取一点乏，作和式 

n 

S /( f ‘城. 

“息 

如果当小区间长度最大者 A = max 趋于零时，极限 

颺 

Hm 2 f(^)Axi 
^ i.i 

存在，则称此极限值为 / U ) 在 [ fl ,6] 的定积分，记为 f /(^) d ^. 

定积分最典型的一个物理背景是求非均匀细棒的^量.如果 pU ) 是直线 
上端点坐标为 a , 6的非均匀细棒在: t 点的线密度，且 〆 幻在[«，6]连续，那 

么细棒的质量为 \ b p ( x ) dx . 这是 因为 〆 6)土,.近似于棒位于一段的 

质 ft , 从而 



1 

就是整个细棒质最的近似值.当 A — o 时，它的极限便是细棒的质量. 

我们现在要把定积分的槪念推广到高维.我们主要考虑二维的情形.二维 
的情形清楚了，三维乃至一般的 n 维也就不难理解.二维的积分叫做二重积 
分.二重积分最典型的物理背景是求非均匀薄板的质量.设给定一个平面区域 
D , 它代表一块薄板，其上定义了一个面密度函数 〆 : r , y )， 它的意义同一维 
的线密度相似.任给包含 Uj ) 的小块区域 A ;， 其面积也用 At 表示，又设 
At 的质量为 dm , 则 . 

pU，，) = lim 盖， 

其中极限过程是 At 收缩到点 U , y ). 因此，^2，；)0表示薄板在（^ > 0附近单 
位面积的质量.现在的问题是要求 D 的质 MM . 为此，给 D —个分法，即把 
D 分成任意 n 块小区域 

Ay, , Aj 2 ,*- ,^y n , 

其中 A 7, 既代表小区域本身，也代表小区域的面积.这样在仏,中取 

〜•，则 pU ,, 7 .) 〜••便近似丁•的质量△构，即加起来， 

和便是 D 的质 MA / 的近似，即 

S < o ( f , , 7.)^.* 

当分法越来越细时，和的极限便等于质童 

M = lim ^ 7ii)A7 i9 

im\ 

而右边的极限也就称为 〆 : c ，； r ) 在 /) 的积分 

n 

= lim Y] /?(?, , 7. )^. • 

i- I 

当然，类似的实际问题是很多的. 

我们要像定积分那样，给出二重积分的一般性定义.设函数 /( by ) 定义 
在平面区域 d 上，针对上述过程，要给出一般的二重积分定义，我们遇到 r 
两个问题. 

第一，什么叫 D 的任意分法？在一维的区间 [ a ,6] 上，由于直线是有顺 
序的，因此从 a 到6中任意插人 n -1 个分点 

a = x 0 < XtK — < x n ^ { < x n = b, 

便构成了 [ a , A ] 的任意一个分法，每个小区间自然就有长度 
而在区域 D 中就不能依靠插入若干个分点来得到 D 的分法了，通常可以用两 
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束曲线把 Z ) 分成若干个小区域(见图 20-1). 这里，重要的是 At , •要有面 
积(或称可求面积）.然则何谓平面图形（区域）的面积？是否一切平面图形都有 
面积（都可求面积）？ 

为了说清这个问题，我们先考虑平面上的多边形，平面上的多边形是指边 
界为有限条直线所围成的平面图形，它是有确定的面积的.对于一般的平面图 
形 D， 我们自然想到用多边形去逼近它，这种逼近通常有两种，一种是外包 
的，一种是内 含的. 称多边形为 Z ) 的外包多边形，如果对任意都 
有怎€/> 1; 称多边形/> 2 为 Z) 的内含多边形，如果对任意： tG 匕， 都有 
(边图20-2)，这时/ P 2 都有面积，分别记为 丨 /M，|P 2 |. 显然， D 要有 
商积，它必须是所有外包多边形面积的下确界 

infllhl |心为 D 的外包多边形|, 



同时它也必须是所有内含多边形面积的上确界 


sup||P 2 ! |/> 2 为的内含多边形 I. 

囚此，有面积当且仅当上述下确界等于上确界，即 

infll/^l 心为0的外包多边形|, 

= supt|P 2 | |/> 2 为 D 的内含多边形|, 

而且面积就等于这个上、下确界的公共值. 

在定积分应用中，我们曾经介绍过如何求平面图形的面积.在这里需要指 
出的是，用定积分求出的面积同上述定义的面积是一致的.事实上，设 

/U) 彡0在 [a ,6] 可积，则的几何意义是以/ ' U) 为顶的曲边梯形的面 

积. 这时， /( x) 的任一达布+和都是的一个内含多边形面积， /(*) 的任一 
达布上和都是 Z) 的一个外包多边形的 面积. 而达布下和的上确界则是/(幻在 
[a，6」 的下积分/，达布上和的下确界是 /(；c) 在 [ a ，6] 的上积分 7. 我们证明 
过，/(幻在 [a,6] 可积，当且仅当上积分等于下 积分： 7=/,而且这公共值就 
等于/(幻在 [ a ，6] 的积 分值. 可见，这两个前后讲的面积概念实质上是一 
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致的. 

在定积分应用中，我们计算过用参数方程给出的曲线所包围的图形的面 
积.因此，我们知道，由逐段光滑曲线围成的平面图形是有面积的. 

是否存在没有面积的平面图形呢？当然有，不可积函数的曲线构成的曲边 
梯形必然是没有面积的.例如，狄利克雷函数 

= (1, ^为有理数， 

= lo , X 为无理数, 

则以它为顶的在[0，1]上的曲边梯形 


D( 


D = \ (x,y)\0^x^l 9 0^y^D(x)\ 

就是没有面积的，因为它的外包多边形面积的下确界为1，而内含多边形面积 
的上确界为 0. 显然， Z ) 不是用逐段光滑曲线围成的平面图形. 

在下面讨论二重积分时，总假定 D 用逐段光滑曲线围成，因而是有面 
积的. 


很容易把上述可求面积的概念推广到三维空间，建立可求体积的空间图形 
的概念.类似的讨论推广到一般的 n 维空间也就没有任何困难了. 

第二，什么叫 D 的分法越来越细？对应于一维的 A = max I At ,1—0, 自 

然会认为可取 A ;, 面积的最大者趋向于0,但这实际上是不正确的.因为平面 
上一个图形无论它的面积多么小，都可能有其上的两点，它们的距离很 
大. 这样 • 在求薄板质 ft 的问题中，/(6, 7 ,)么7,•未必是 At , •质#的近似值.为 
了保证中任意两点的距离任意小，我们引人平面集合 S 的直径的概念.称 
S 中所有两点间的距离的上确界为 S 的直径，记为以5),即 


d ( S ) = supl r ( P x , P 2 ) I P , € S , P 2 6 Si , 

其中 r (/ ^, P 2 ) 表示与 P 2 两点间的 距离. 有了集合直径的概念后，便可 
以令 


d = max ( d ^ d 2 y -- yd n ) y 

其中木是的直径，则 c /^0 便描述了 D 的分法越来越细，而这些 
显然都可以完全一样地推广到三维空间. 

现在我们可以叙述二重积分的定义了. 

定义 20.1 设 Z ) 是平面上可求面积的有界闭区域， /( x , y ) 定义在 D 上， 
用任意曲线网将 Z ) 分成有限个可求面积的区域，…，(称为 Z ) 的一 
个分法），任取（$,，％)€ At ,, A 7, 既表示小块平面区域，也表示这小块区域的 
面积.作和 







记 4 为 Ax , 的直径， A = max ^ \ d ,\ . 如果当 A — 0时， cr 的极限存在，则称 
/( x , y ) 在 D 可积，并称极限 i 为 /(^ y ) 在0的二重积分，记为 

J [/( P ) d (7 或 JV (*,： K ) d * dy . 

也就是说， 

| f { x 9 y ) dx 6 y = jj /( P)da = linj 2 A * 7«) - 

D o 卜 0 “• 

和一元定积分的符号相类似，符号 JJ /( P ) d(T 表示函数 f ( P ) 与平面面积微 

D 

元心乘积的“连续和”.而符号 H /(^ y ) dxd y 则侧重指出函数的积分变量是 


■BBSI 

SSHW1 

wimmmm 

I9_S__ 


* 与7,但也同时表示函数 /( x , y ) 与用平行于坐标轴的直线来作区域分法时的 
面积微元心打的乘积之“连续和”（见图 20-3), 

以后将看到，与定积分不同的是，在变 ft 代换时， 

他们不能看作 X ， y 微分的乘积. 

另外，值得说明的是， A 是依赖于 Z ) 的分法 
的.而和式 a 不仅依赖于 Z ) 的分法，而且还依赖 
于 （$,, Ax ,. 的取法.因此，所谓和式 <7的极 
限，严格地说应该用 e - 5语言来刻画.也就是 
说，若存在某定数/,对任意给定的£>0,存在 ffl2 °" 3 

5>0,使得对 Z ) 的仟意分法 | Ay,U = l ,2, …， nl , 任意 （乏， 7 ,)€ At , •，只 
要 A = max I d ( Aj t )! < 5 , 就有 

I < i« n 

/( f , t 7，)^ - /| <€, 

• • I 

则称 / 为函数 /( ty ) 在 Z ) 的二重积分，记为 

/= JJ/(*,y)dxd r . 

D 

下面给出二重积分的几何解释.为简单起见，设 Z ) = [ a ,6] x [ c ， ci ] 是一 
矩形区域， / u ,； r ) 彡0在/>连续.这时， z =/ U ， y ) 表示一曲面， 而以 d 为 
底，以曲面 z =/( L ： y ) 为顶便构成一曲顶柱体.对于 D 的任意分法（例如由平 
行于坐标轴的直线网给出 ） i = 1,2,以及任取的 （ f ,， At ,， 
表示以 Ay , 为底、 以 /(& ，％ ) 为高的平顶柱体的体积，它是以 
为底，以 z =/( z , y ) 为顶的曲顶柱体体积的近似，因此 
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是整个 Z ) 上曲顶柱体体积的近似.当 A -0 时，这个和的极限便是 Z ) 上曲顶 
柱体的体积，而它也同时是 /( z ， y ) 在 D 的二重积分.故 


J f{x 9 y)dxdy = lirn T] /(?,, 7,)^, 


的几何意义便是以 /) 为底，以 z =/( x , y ) 为顶的曲顶柱体的体积（图 20-4). 

当 D 不是矩形而是一般的区域时， /( x ， y ) 在 /) 上的积分的几何解释仍然 
是以 D 为底，为顶，由过/>的边界平行于 2 轴的直线围成的曲 
顶柱体的体积，当然这时要假定 / U , y ) 多 0( 图 20-5). 



当 /(. T ， y ) 可正可负时，积分是相应的曲顶或曲底柱体的体积的代数和， 
这和一元函数定积分的情形是类似的. 

可以完全仿照一元定积分建立二重积分的可积性理论.由此可以证明，逐 
段光滑曲线围成的有界闭区域 D 上的连续函数在 Z ； 是可积的.还可进一步证 
明，若/是有界闭区域 D 上的有界函数，它只在 D 内的有限段光滑曲线上间 
断，而在 Z ) 的其余地方均连续，则/在 Z ) 可积. 

不难由定义和可积性理论证明下面的二重积分基本性质.我们把证明留给 
读者作为习题. 

(1) 若 /( P ) 在 D 可积， A 为常数，则 V ( P ) 也在 D 可积，且 

{[ kf(P)Ao= k^f(P)da. 

D D 

⑵ 若 f(P )， g(P) 都在 D 可积，则 /(P) ： t g (/>)， /( 尸） g (/>) 也在 Z> 可 
积，并且 

Jf [f(P)±g(P))d<7 = JJ/(P)d<7 ± ^g(P)d<7. 

D D D 

(3) (可加性）若 D 由 D lt 込 组成： D = D , UD 2 , 且 Z ),, D 2 除边界外不 



相交，贝 lj /( P ) 在 Z > 可积的充要条件是 /( P ) 在 D ,, Z ) 2 均可积，且 

JJ /( P)da = JJ f { P)Aa + JJ f ( P ) d < 7 . 

D D l °2 

(4) (单调性)若 / 与 g 都在 Z ) 可积，且在 D 的每点 P 都有 /( />)在多(尸），则 

JJ /( P ) d (7 ^ jj g ( P ) da . 

(5) 若 /( P ) 在 Z ) 可积，则也在 D 可积，并且 

| JJ /( P ) d ^|^ JJ |/( P )| dcr . 

(6) (积分中值定理)设 D 是有界闭区域（因而是连通的）， /( P ) 在 Z ) 上连 
续，则存在 PAD ， 使得 

APUa = f ( P 0 )\ D \ 9 

其中丨 Z >| 表示 Z ) 的面积. 

很容易把上述讨论推广到高维，建议读者写出三重积分 

JJJ /( P)d V 或 JjJ /( x，y , z ) d:dydz 

V V 

的定义，其中 V 是三维空间中可求体积的有界闭区域.由于四维空间无法用 
图形画出来，故三重积分的几何解释——四维空间曲顶柱体的体积，就不如二 
重积分那么直观了. 

习 题 

1. 证明性质 (4), 性质 (6). 

2. 证明有界闭区域上的连续函数必可积. 

3. 设 D 是可度 ft 的平面图形或空间立体，/, g 在上连续， 证明： 

(1) 若在 D 上 /( /^>0,且 /( P ) 荦 0,则 j / (/>)如>0; 

(2) 若在 n 的任何部分区域上，有 

J ^/( p ) dr 2= ^ g ( p ) dn 9 

则在 n 上有/ Xf >) 宝 

4•设/(幻在[(1,6]可积， g (: T ) 在 [ c , d ] 可积，则 /( x ) g ( y ) 在矩形区域 
D =[ a ，6] x [ c，<ij 上可积，且 

T f ( x ) g ( y)dxdy = [ f ( x)dx [ g ( y ) dy . 
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5 .若 |/(z, ； y) 丨在 Z) 上可积，那么 /(x,y) 在 D 上是否可积？考察函数 

|1, 若 x , y 都是有理数， 

/U，r； = 1-1, 若 x , y 至少有一个是无理数 
在 [0,1] x [0,1] 上的积分. 

6•设 /) = [0， l ] x [0, l ], 

、 JU x 是有理数， 

/U，r = l 0, x 是无理数， 

证明 / U , y ) 在0上不可积. 


是无理数， 
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1. 二重积分化累次积分 

我们已经知道二重积分的几何解释是以为顶，以 /) 为底的曲顶柱 
体的 体积. 先看 D 为矩形[^，6]乂[0川]的情形.在含参变量积分的讨论中，我们 

已知 j/(*o.r)dy 的几何意义是用垂直于 X 轴的平面 ： t =外去截曲顶柱体，得一曲 
边梯形，曲顶为 Z =/ U 0 , y ), c ^ y ^ d . 该曲边梯形的面积便是 

^(^o) = | /( x Q 9 y)dy. 

由 6] 的任意性，知曲顶柱体的平行截面而积为矣 M , 因此 
它的体积是 

^ fix y y)dxdy = J A(x)dx = | dx J f(x 9 y)dy. 

类似地可以得到 

I f(x 9 y)dxdy = | Ay | f(x,y)dx. 

一般地我们有下述定理. 

定理 20 . 1 若 /( x , y ) 在矩形区域 D = U ， fc ] x [ c , d ] il 可积，并且对 
[ a ，6] 上的任何*，含参变最积分 

D= \ d f(x 9 y)dy 

存在，则 

^\f{x y y)dxAy = J dx J f(x 9 y)dy. 

证明用平行于坐标轴的直线网 




= 6 ， 


c = y 0 < yi< — < y m = d 

将 Z ) 分为若干个小矩形 = [ a _|，々 ]x [ y ; -, ，乃]. 记 /(: r , y ) 在 Ar l ；; 的上、下 
确界分别为 a /卩 和任取 & eu _ i , x ,] 则 

爪 ij 厶 ^ | ' /(f. »r)d> ^ 财,)， 


i = 1，2 


;= 1,2 


对 y 求和，得 


m rj m 

y] rriijAyj ^ /($i ， y)dy Mij^y” i. = 1 ,2, ••• ， n • 

i - I ^ c 2 . I 


乘以 At , •后再对 i 求和得 


n m n n m 

S X 爪 v △太 . S ^ S M iA x i ^ yj - 

« s I j ■ I i 騰 1 慕囂 I 

当 A = max I %的直径! —0 时， X ' = max | Ac , 丨 —0. 由 /( 太， y ) 在 Z ) 上可积知， 

i<•< « 1<I<« 

l«>c m 

上式左、右两端当 A — 0时有公共极限值 j ]/ U ， y ) dd y ， 因此 


由定积分定义即得 


lim V] 4(?,)^ = ^f{x,y)AxAy. 

*•■ 1 D 

J A(x)dx = ^f(x y y)AxAy. 


把 4(:0 的表达式代进去，便得 

^ f{x t y)dxdy = J | f(x,y)dy. 

定理 20.1 证完. 

当 / U , y ) 取形式 / iU )/ 2 ( y ) 时，定理 20.1 的结论变成 

fi(x)f 2 (y)dxdy = J f x (x)dx J / 2 (j)dy, 

这是 § 1 习题 4 曾经要读者证明的. 

推论 1设 / U ， y ) 在 Z ) = [ a ,6] x [ c ，(/] 上连续，则 

jj/“ ， y)d:dy = J 。 Ax | f(x,y)dy = J dj J /(%,y)dA；. 
证明 /(^ y ) 在 Df 连续故可积，而且含参变量积分 

又/“，: y)dy 和 | /( x , j ) d ^ 

都存在，由定理 20.1 立得结论成立. 




§2 重积分化累次积分 
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定理 20.1 告诉我们在定理的条件下，二重积分可以化为累次积分来计算. 
而推论1告诉我们，当/连续时，两个累次积分可以任意交换次序，或说累次 
积分与次序无关. 

定理 20.1 和推论1揭示了重积分与累次积分的联系，二重积分的两个符 
号中， JJ /( : t ， 7 ) dxd ： y 较 JJ /( P ) dcj 更好地反映出这一点. 

D D 

例 1 计箅 \ x ^ x ~ y ) 2 ^ xdy ,其中 /> = [0, 1 ] x [0,1 ] • 、 

D 

解 

A x(x-y) 2 dxdy = [' xdx 「 U - y) 2 dy 

Jo Jo 


_y): 


dx = 


3 • 


X 3 - (x - l) 3 ]d« 


x (3 x 2 -3 x + l)dx = j -[ fx 4 - x 3 + j - x 2 ] 


" 12 # 

下面要把定理 20.1 的矩形区域推广到一般的非矩形区域.我们先讨论简单区 
域.所谓简单区域 Z ) 是指区域的边界与平行于某一坐标轴 U 轴或 y 轴）的直线相 
交至多两点，或有部分边界是平行于坐标轴的.如图 20-6 和图 20-7 所示.对于 
简单区域 D ， 它至少可表为下列情形之一 


D - \ ( x 9 y )\ y l ( x )^ y ^ y 2 ( x ) 9 a ^ x^b \ , (1) 

D = \( x , y )\ x x ( y )^ x ^ x 2 ( y ) 9 c ^. y ^ d \ . (2) 

定理 20.2 设 D 由 （1) 式给出， yi ( x ) 9 : r 2 U ) 在 U ，6] 上连续， / U , y ) 在 
上连续，则 

^ f(x 9 y)dxdy = | d* | ^ )/(x,y)dy. 






证明 y.(^), &(幻在[^,6]上连续，故 71 (*)在 U，6] 上有最小值 c, 
y 2 U) 在 [ a ，6] 有最大值 d, 故 Z)cU，6] x [c,d ]. 构造 Z) 上的延拓函数/ 

/( : ，叫 o, („r),D. 

由二重积分的性质 （3) 知； •在 U ,6] x [ c , 幻可积，且 

\\f(x,y)dxdy = | f(x 9 y)dxdy = £ dx^f(x 9 y)dy 

= ) f(x,y)dy + 2 ^ f(x,y)dy + 乂 ⑴ / U ，; y)dy 

JO*，，) — . 

定理 20.2 证完. 

同理，若 Z) 由 （2) 式给出， 々（y) 和 j 2 ( y ) 在 [c,ci] 上连续，/(太，>0在/) 
上连续，则 

(|/(* ， >0d*dy = [ dy [ 2 f(x,y)dx. 

若 Z) 既能用 （1) 表示又能用 (2) 表示，且々（ 7 ), x 2 (y), yi (x) 9 y 2 U) 均 
连续，/在 Z> 上连续，则 

| f(x,y)dxdy = J dx ^ f(x 9 y)dy = | dy | ： ^ f(x,y)dx. 

从上面二重积分化累次积分的公式可知，如果是先对 y 积分，则 y 的积分限 
一般是: c 的函数，而最后积分的*的积分限只能是 常数； 同理如果先对 z 积 
分，则*的积分限一般是 y 的函数，而最后积分的 y 的积分限只能是常数. 

例2求丄! /^ x ^ ydxdy , 其中 D 由 y = 0, y 

x = U 7 =戈围成 • y - x / 

解作出 D 的图形. 

用平行于 y 轴的直线去截仏则对 每一太 € /[ ° 

[0,1] ,有0彡 y 彡 X ， 故 D 可表 示为: 0彡 y 彡 X ， ~~q 少=0 x 

0^x ^\. 因此 

JJ V 4x 2 - y 2 dxdy = J*。dx J V4x 2 - y 2 dy. 图 20-8 

对内层定积分作变 fi 代换 y = 2* S int , 则 

丄 J4x 2 — y 2 dxdy = J dx 2a:cos /2a:cos tdt 


图 20-8 



重积分化累次枳分 


= 4 J x 2 dx J 6 cos 2 ^df 

= y[y* + Vin2 t ]| o 5 = |[| + |]. 

例 3’ 求由2 = 叮， 2 = x + y, X + y = l 9 x =O f y =0 围成的区域的体积. 
解空间区域如图 20-9 所示，它在 ary 面上的投影 Z) 由 x + y = l, % = 
0, : y=0 所围成（图 20- 10). 用平行于 y 轴的直线去截 /), 则对每一: 
[0,1], 有 0 彡 y 彡 l- ： r. 因此 Z) 可表示为 




两曲线 y = x 3 和 z + y = 2 的交点为 （1,1). 

考虑先对 y 积分.用平行于 y 轴的直线去截 I 

D , 当 *6[0，1]时有当：€[1,2]时 \ y : x ， 

有彡 2- t 这样 D 可分为两部分仏和 V / 

込，其中. \/ 

O l： 0^ y ^ x \ 0^ x ^ l 9 

D 2 : 0^y^2 - x , 1 ^ x^2. O 1 r\T 

因此 ， \ 

^ f { x , y)AxAy = Ax f ( x f y)dy + 图 20-11 

ix f ( x 9 y ) dy . 

再考虑先对： r 积分.用平行于 x 轴的直线去截 Z >, 则对每 一 ye [ oj ], 
y 3 ^^^2- y t 故 D 又可表为 


因此 


Z): yy - y , 0 矣 y 矣 1 . 

^f{x,y)ixAy = dy J / f(x 9 y)dx. 


例 S 计算积分 




解这个累次积分是先对 y 积分，再对 x 积分.而^的原函数不能用 

初等函数表示.因此按上述顺序进行累次积分是行不通的.为此考虑改变积分 
的顺序. 

根据积分限知，将上述积分表为二重积分时，积分区域 Z ) 为怎矣；^矣 
0^ x ^ l . 即 Z > 由曲线 y = y = , x =0 和 ％ = 1围成. 作出 D 的图形如 

图 20-12. 用平行于 x 轴的直线去截 z >, 对每一 

[0,1], 有 y 2 ^ x ^ y , 于是有 \ 


= 1 dx^^dy^ I' dy \\ S ^dx 

J o Jx y Jo 

=r^ (r -/)d r = f i sm rdr . f 1 

o y J o Jo 


(U) 


D 


ydy 


=-cos y I o - (- ycos y + sin y) | i = 1 - sin 1 . 
从此例可见，将二重积分化为累次积分时，积分 
次序对计算是有影响的，选择得不好，可能使计算很 


图 20- 12 



繁，甚至积不出来.顺便指出，对上述累次积分除了用改变积分次序的方法进 
行计算外，还可用分部积分方法进行计算.记 • 


则由分部积分得 


A ( x )=\^^ dy 9 

/ = 「 A(x)dx = xA(x)\' - P xA'( 
JO '0 Jo 


4(1) 一 


1 ( sin 4~x 1 _ sin X 

I ^ 2/ i " 


an '/id 


xdx , 


在第一项中令 = t ，得 

/ = - Jo tsin t^t + J sin xdx = 1 - sin 1. 

将二重积分化为累次积分，其中最基本的步骤就是根据二重积分的积分域 
D 确定累次积分的积分限.这是初学者感到不易掌握和容易出错的地方.作 
出 D 的图形可以给我们提供非常直观的认识，减少出错率，因此切不可忽视 
作图. 定积分限的方法必须很好地掌握，它是计箅重积分最基础的内容. 

如果区域 D 能分解成有限个没有公共内点的简单区域的并，则对每个简 
单区域应用上述积分公式，我们便能计算很多较复杂区域的二重积分. 


2. 三重积分化累次积分 


对于三重积分 

^f(x f y 9 z)dxdydz 9 

V 

其计算也是化为累次积分来计算.下面我们不加证明地给出化累次积分的公 
式，其中出现的积分都假定是存在的. 

(1) V 是长方体 [ a ,6] x [ c , d ] x [ e ,/], 则有公式 

^f(xjy 9 z)dxdydz = | f* Ay | f(x 9 y t z)dz. 

它完全可以类似 1 于定理 20.1 —样加以 证明. 把后面两个累次积分写成重积分, 
便得 

|J/ “ ， y ， z)dxdydz = [ d* IT f(x 9 y,z)dydz 9 

y 。 Ic.dHie./] 

这可以看作，对每个固定的 x ， 先对截面积分，然后对 x 按 a 到6积分，便得 
在整个立体 F 的积分. 

公式也可以写成 




图 20-13 

I f(x ,y 9 z)dxdydz = JJ dxdy J f(x 9 y,z)dz 9 
v 【•.‘:* 卜 . rf 】 * 

这可以看作，在 [ a ,6] xU , d ] 中固定的一点 U ， y ), 先对 z 从 e 到/积分，然 
后再对 U ,; r ) 在整个 [ a ,6] x [ c ，( f ] 积分，便得在整个立体 V 的积分. 

(2) 设空间立体界于平面 Z = e 和2=/之间，对每一 z €[ e ，/]， 用平行 
于0叮面的平面 Z = z 去截立体 K 得一平面图形久（见图20 -14), 则有 

^f(x t y 9 z)dxdydz = | dz ^ f{x , y y z)Axdy. 



图 20-14 图 20-15 

其中 ][/(*，/, 办是展布在平面图形仏上的二重积分，2相对固定不变.一 

°, 

般来说当2在 [ e ,/] 上变动时，所得到的平面图形 R 是不同的，即 D , 是依赖于 Z 
的. 若 Z >: 可表示 

^ f(x 9 y 9 z)dxdydz = J dz {\ f ( x 9 y , z)dxdy 
v ' 

小 2 U ) dy Jw > /( : …权 






通常，先积分者，其积分限是后积分变董的函数，而最后积分者，其积分限只 
能是常数. 

(3) 设空间立体 V 在0^面 h 的投影 D 是平面上的简单区域.平行于 z 
轴且通过 Z ) 的内点的直线与 K 的边界相交至多两点（图 20-16). 记下面一点 
所在的边界曲面为上面一点所在的边界曲面为 z 2 (〜 y )， 则有公式 


fix 9 y 9 2)Axdydz 

y 




图 20 - 16 

又若 Z) 可表为 hU) 彡; y 彡 y 2 U), 则有 



(x y y y z)dxdydz = { dx J' ^ dy J ^ ^ f(x,y 9 z)dz 


例 6 计算 


(TT dxdyrdz 

- 丄 [I (l + x + ”z 


其中 K 由 x =0, ^ = 0, z = 0, * + y + z = l 围成 • 

解区域 F 如图 20-17， V 在 ary 平面的投影由 x =0, 
围成，这时区域 K 的底为 z = 0, 顶为 z = l - py . 因此 


y = 0 


= | d * d r £' ， " r — -^― 3 

= WXU ”。 3 

= JW: Vi + *V”z ) 2[ 

= \l dx Vi\.(i\L y y-i\ A y 










图 20- 18 

显然，对于每一 z €[- c , C ]， 用平行于面的平面 Z = z 去截椭球体, 
得一椭圆面 /),: 





它的面积为 


显然 


由前面的公式有 


"7° 2 ( 1 -^) , V 62 ( 1 *^) = — 1_ ^)- 

F = j || x 2 dxdydz + ]| y 2 d%dydz + jjj z 2 dxdydz. 

V V V 

I z 2 d 尤 dydz = J z 2 dz jj dxdy. 


m 

根据二重积分的几何意义知， JJdxd y = D , 的 面积. 因此 

D 

I 

^ z 2 dxdydz = | z 2 nab ^ 1 - j dz 
v " e 

= 2 nab | ( z 2 - dz = 


Tzabc' 


由椭球体的对称性易见 


% 2 dxd/d 2 = jj 7 ta 3 be ; 

y 2 6xdydz = ^cizab^ c . 
1 o 


于是 


= JJ (x 2 + y 2 + z 2 )dxdydz = j^itabc ( a 2 + 6 2 + c 2 ). 


在上例的求解过程中，我们用到了以下一些技巧，使计算大大简化了. 

(1) 利用积分域的对称性和被积函数的对称性，只需计算三项积分中的 
—项. 

(2) 我们选择了最后对 z 积分，即 

[I z 2 dxdydz = [ z 2 dz IT dxdy. 


是因为一方面被积函数仅是 z 的函数而不依赖于：和 y , 另一方面 i dxdy 的 

D 

值可利用二重积分的几何意义直接得到. ’ 

总之在求重积分时，应同时兼顾到积分域和被积函数的特点，合理地选择 
积分次序，尽可能简化计算. 



习 


题 


1. 计算下列二重 积分： 

(1) JJ (y - 2x)dxdy t Z> = [3,5] x [ 1 ,2]; 

u 

(2) |[cos (« + y)dxdy 9 D = [o, y] x [0 ,it]; 

D 

(3) JJxye* + y dxdy, D = [a , b] x [c f d]; 

(4) jj Y^dxdy 9 D = [0,l]x[0,l]. 

2. 将二重积分 ^f(x,y)dxdy 化为不同顺序的累次 积分； 

D 

(1) D 由 * 轴与 * 2 + y 2 =r 2 ( y >0) 所围成 ; 

(2) 0 由 7 = 太 ， x = 2 及 ; y = >0) 所围成； 

(3) D 由 y = / ， y^2x\ : y=l 和 y = 2 围成； 

(4) D=|(x, r )|UI + | r Ul|. 

3. 改变下列累次积分的 次序： 

(1) [ dy [ 2 f(x 9 y)dx; 

JO Jy 

( 2 ) \\x^f(x jy )dy; 

(3) | o Ax f(x 9 y)dy + Ax jj f(,x,y)dy. 

4 . 设 /(xj) 在所积分的区域 D 上连续，证明 

J dx J f(x t y)dy = | dy | f(x 9 y)dx. 

5 . 计算下列二重 积分： 

(0 (m,A: >0), Z ) 是由 y = V2px(p >0), j = 0, 无•围成 


的 区域； 


(2) JJxdardy, D 是由 7 = 0 ， y = sin x 2 , x = 0 和 ； 》:=; 围成的区域 ; 

D 

(3) jj yfxdxdy, D ： x 2 + y 2 ^x; 


重积分化累次积分 


(4) J \ xy \ dxdy , D ： x 2 + y 2 ^ a 2 ; 

D 

(5) JJ (x^y)dxdy 9 公由 7 = 〆， y = 1 , x =0, % = 1 所 围成； 

D 

(6) I x 2 y 2 dxdy 9 D 由 x = y 2 ’ x = 0, x = 2, y :2+« 所围成; 

D 

(7) Je * + M ^ d r , D 是以 (2,2), (2,3) 和 (3,1) 为顶点的三角形 

D 

(8) JJsin nxdxdy , Z ) 由心=太 ， y = 4 x 和 y = 4 所围成 • 

6. 求+列二重 积分： 

(1) /= J:d% J:e” 2 dy; 

(2) / = J d * J x 2 e ~ v dy ; 

(3) I = Ay y 2 sin * 2 d *. 

7 . 设 y 轴将平面 i 界区域 Z ) 分成对称的两部分 Z >, 和 Z > 2 , 证明 

(1) 若 / U ,; y ) 关于 ; r 为奇函数，即 /(- x , y )= -/( x , y ), 则 

^ f(x t y)dxdy = 0 ; 

(2) 若 /( x ,; y ) 关于％为偶函数，即/(-*,;> 0 =/( 17 ),则 

JJ f(x 9 y)dxdy = 2 JJ f(x 9 y)dxdy = 2 | f(x t y)6xdy. 

° °l °2 

8. 计算下列三重 积分： 


(x + y + z)dxdydz, V ： x 2 ^ y 2 + z 2 ^ a 2 ; 


(2) JjJzdxdydz , V 由曲面 2 = * 2 + y 2 , 

V 

(3) JJ (1 + x A )dxdydz , F 由曲面 x 2 = 

v 

(4) ^x 3 yzdxdyd Zj V 是由曲面 x 2 + y 2 

的位于第一 V 卦限的有界 区域； 

(5) JJ xy 2 z 3 dxdydz 9 V 由曲面 2 = xy, 


= 2 所 围成； 


= 2, %=4 所 围成； 


= 0， y = 0, z = 0 围成 


= 0 ， x = \ 所围成； 


(6) ycos {x ■¥ z)Axdydz 9 V 是由 y=v^i，y = 0, 2 = 0 及《 + 2 =吾所 





围成的区域. 

9. 改变下列累次积分的 次序； 

⑴ | o dx dy f ( x , y 9 z ) dz ; 

⑵} 0 | 0 J 0 f(x 9 y 9 z ) dz ; 

(3) WX'/g 小 z)dz; 

⑷ r _， r ^? d > T /7^ / “， y ， z)dz . 

10. 求下列立体之 体积： 

(1) K 由 a ; 2 + y 2 + z 2 矣 r 2 ，+ y 2 + / 矣 2 rz 所 确定； 

(2) F 由 z 多 x 2 + y 2 ， y ^ x 2 , z 矣 2 所确定; 

(3) K 是由坐标平面及* =2, r = 3, 所围成的角 柱体. 

§3重积分的变量代换 

我们已经知道，变量代换即积分换元在定积分计箅中占有重要的地位.定 
积分的变 M 代换公式说，若 / U ) 在 [ a ,6] 连续，变 tt 代换 x = 9 >( t ) 在在卢 
可微， ( p { a ) - a y 9( 分）= 6，则 

\ a ^ X ^ X = I （d 

公式证明用的是微积分基本 定理. 设 F ( x ) 是 /( z ) 的原函数，则 F ( p (0) 是 
/( 妒 G ))<( t ) 的原函数，因此 

\/(x)dx = F(b) - F(a) = F(<p(p)) - F(<p(a)) 

= f(<p(t))(p' 

我们本节的目的，是把上述定积分的变量代换公式推广到重积分，其重要 
性读者以后将会 看到. 这是由于在重积分计算中，变量代换不仅有可能使被积 
函数简化，还可以使积分区域变得规则很多，从而使化累次积分变得容易而把 
积分计算出来. 

然而重积分的变量代换公式应是什么样的？其证明又用什么方法？显然， 
到现在为止，在重积分中还没有微积分基本定理可以 应用. 因此只能回到积分 
的定义来 考虑. 下面主要以二重积分为例进行 讨论. 


重积分的变量代换 



1. 二重积分的变量代换 

考虑计算二重积分 


囑 • 

f(x 9 y)dxdy. 


其中 / u , y ) 在 Z ) 连续.而为了简单起见，设是由逐段光滑的简单闭曲线 
围成的.作变量代换 

m ’ ( 2 ) 

= 0( u ， v )， 

我们把它看作一个由平面0⑽到平面的映射7\ r 通过 (2) 的变换，把 Oai ； 
平面的区域△映射成 ary 平面的区域 Z ), 即 r : 公（图 20-19). 


o 


6) 


假设0在 a 有连续的二阶偏导数.显然，重积分换元公式不可能是把 
(2) 代入（〗）得到，因为若把 dt dy 看作微分的话，我们根本就不知道 

JJ/bU.r) 彳 U，《;))0 + »0 + » 

表示什么？实际上当时用 （1) 表示重积分，完全是一个记号，并说明没有理由 
把看作是微分的乘积. 

下面进一步，假设变换的函数行列式不取零值，即 

3 (p d (p 

r/ 、 ^(x 9 y) dv 

J Ku t v) = - -- = 

U f V) d ip d if) 

S U d v 

在厶内没有 零点. 由于所有偏导数在 4 连续，因此恒为正或恒为负. 

o\u,v) 

这时 r : 把△的内点映为 Z ) 的内点，并且是 一一 对应的，同时把△的 

边界点映为的边界点.这时，二重积分的变量代换公式是 

^f(x 9 y)dxdy = ^f(<p(u 9 v) 9 tp(u 9 v)) \ J(u 9 v) |dudv. 




为证明此公式，先证明下面的引理. 

引理1 设 a 是4内的一个正方形，左下方顶点为 Uo ，”）， 边长为 h 
(图20-20)，经 r 映为 D 内的一个曲边四边形，记为 S ， 则 S 的面积 

I 5 | = JJ \ J(u,v) | dudt;. (3) 



{ x = <p(u 0 + h,v )， 


图 20 - 20 

证明先设 JU , r )>0. 记 ex 的边界为 S 的边界为又.这时分可以 
分成四段，第一段的参数方程为 

X = <p(u t v 0 ) 9 

, t v u 0 ^u^u 0 -¥ h 9 

y = ip\u ,v 0 ) 9 

而第二段的参数方程为 

{ x = <p(u 0 + h,v )， 

” 〆 一，,)， — 

其余两段可类似地写出.显然， 幺 在每段都是光滑的，因而是逐段光滑的. 
回忆定积分应用时讲授过的（第八章 §2), 如果简单逐段光滑闭曲线用参数方 
程给出，那么它所包围的面积为 

I S | = - ydx 9 

其中％的方向取正向.我们先按义是正向进行 计算. 把幺四段的参数方程代 
入上式，得 

2|S| = J :: “卜 (“， _ ^ {uiVo) i^>]du + 

[•广 

… 。 “ ， v) Mj^A^] dt; + 

O , 


0( U 0 + h ， v) 


«5©( u 0 + h , v 


<p(u ， v Q + h) 


3 <p( u ， v 0 + h) 


] da 



f B ° f / 、3 iP ( u Q ， v 、 ^ q >( u 09 v )-\ 

J t - Yv - 一爹 （ w o ， r) Y v J dv - 

把上面积分内的八项两两配对，并应用微积分基本定理，例如第一个积分的第 
一项与第三个积分的第一项相加，得 

[ u °* h \ / 、3 iP ( u ， v 。 + h ) 、〜 （|1，1； 0 )1」 

- J [<p\UfV 0 + h) -^- - tp^u.vo) -^- Jdu 

= - S [^,^ + < f ， £ fa \ dudv ' 


其中最后一个等式是根据重积分与累次积分的关系得到的.对其余六项同样处 
理，得 

21 s 1= - JH 艺兹 ” # 卜 dv + If [艺艺 + * + 


1 s 1= - 1 [艺怒” — + 11艺芒 + 力 — 

O O 

d<p d <p 

= 2 f ll dUdV = 2 jl yU，1；)dudt； - 

d u dv 


这时，由八 u ， t ;)>0, 知上式右边取正值，与左边的面积连正负号都一致. 
这说明当初取义是正向的假定是正确的.当 /( u ， t ;)<0 时，作类似的计 
算，得 

2 | S | = - 2^7( u , t ;) dudt ; • 

总之我们得到了 ^ 

I S | = JJ I J(u 9 v) I dadi; 

C 

的结论，这就完成了引理的证明. 

应用积分中值定理，知存在 (7 i , i 0€ a , 使得 

I 5 | = | J ( u 9 u ) | | <y | . (4) 

这个公式，我们是对 CT 为正方形时证 明的. 实际上，当 （7 是由逐段光滑 
闭曲线围成时，公式仍然正确.我们现在先承认这一点，读者以后学了格林公 
式之后便能更清楚地理解. 

由公式( 4 )，可以得到函数行列式的几何 解释. 事实上，在 (4) 中令 CT 的直 




径趋向于零，从而使 a 收缩为一点 Uo ，!^)， 由 《/( u ， t ) 的连续性，知 

!/ Uo ’ V 。) 丨'煦。掛， 

也就是说，•/(…，化）的绝对值，表示包含 （ Uodo ) 的简单闭曲线 L 所包围的面 
积 UI ， 同 L 在映射 r 下的像幺所包围的面积 Isl 的比的极限，或简单说成 
是映射 r 在 Uo ，!；。) 的面积变化率.为解释其正负号的含义，回忆引理证明的 
过程，我们计算 UI 与 | s | 时，积分的顺序都是按 L 与分的正向进行的，这 
时假定 */( u , i ；) 为正，算出来的结果连正负号都是对的.因此 ， y ( u 0 ^ o )> o , 
表示在（^^^附近包含 Uo ,^) 的闭曲线在映射 r 下的像分，它们是同向 
的（即 L 取正向，幺也取 正向； L 取反向，幺也取反向）.而则表示 
L 与义的方向是相反的（即若 L 取正向，则！取 反向； 若 L 取反向，则幺取正 
向）.在这个意义下，把 /( U ，!；） 看成微商槪念在二维平面间的映射的推广是 
合理的. 

现在，我们可以来证明二重积分的变量代换公式了. 

定理 20.3 设变换 r : 

{ X = <p ( u t v) 9 
y = 0 ( u , y) 

把 Out ; 平面上由逐段光滑的闭曲线围成的区域 d —一地映射为0叮平面的区 
域 Z ), 且0在△有二阶连续偏导数， 

J (u 9 v) - 9^0 当 ( “ ， 1 ；)€ △ , 

^( u 9 v ) 

而 / U , y ) 是定义在 Z ) 上的连续函数，则 

^ f (x t y)dxdy = ^ f ( <p( u 9 v) y u , v)) \ J ( u 9 v) \ dudv. 

证明 ° 用间隔为 A 的平^于坐标轴的直线网，作 △ 的一个分法：, 
仏 2 , •“，&„, 则通过映射 r 便对应于 d 的一个 分法： aus 2 ，…，厶5„ .由 
公式 (4) 知，存在 （ u ,， r , )€〜,•，使得 

I^Sil = I J I I I . 

记 

jx t = (p(u i9 Vi), 

lr .= 少（……） ， 

显然（〜，％)€厶5,..作黎曼和 

f (x i9 JTi) I ASi I = / (y(u, ， t ； .) ， 0(li ,，!；.)） 丨 AS, 1 


=〉]/ (<y>( U, ， t>,), 0( u ,，!；,)）\ J (ui,Vi)\ \Aoj\. 
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图 20-21 

令 A — 0,这时 A = max 0,在上式两边取极限，便得 

\ f (x , y)dxdy = ^ f ( < p ( u 9 v ) 9 u , v )) \ J ( u t v ) \ dudv . 

定理 20.3 证完. ^ 

从微元的观点来看，这公式是比较容易理解的.事实上，公式可以写成 
JJ / U ， y ) dS = ^ f (( p ( u 9 v ) 9 ip ( u , v))\J ( u f v )\ da . 

o 厶 

用平行于坐标的直线网作 d 的分法，相应地得到 D 的用曲线网作成的分法, 
这时 Z ) 上的面积微元 dS 与 △的面 积微元 da 之间，按引理1,有下列的关系 

dS = | 7 ( u ， v ) Ida , (5) 

因此，相应地两边对 /( P ) 积分便得上述的换元 公式. 在这意义下，符号 

J / ⑺ dS = ^ f (< p ( Q ),< p ( Q ))\ j ( Q)\dcj 

更能反映出变量代换中函数行列式是面积元之比的直观意义，但缺点是看不到 
积分变 M , 故通常还是写作 

j f ( x 9 y)dxdy = JJ /(9( u , v ) 9 tft ( u 9 v )) I J ( a , i ;) I dudv 9 

只要读者把 " 

dx 6 y = \ J (u t v )\ dadt ; 

理解为 (5) 的一种写法即可. 

例1计算二重积分 

JJ xydxdy , 

D 

其中是由拋物线 r 2 = X , y 2 =. 

X 2 =4 y 所围成的区域. 

解画出 D 的图形，根据 Z ) 的特点，作 
变换 图20 -22 





T ~ l : u = ^ - 


它把 /) -地映为正方形区域△: 1 ^ u ^4, 1 ^ I ； ^4. 


计算 


yl 2 y 


^( UyV ) 

au ， y ) 


r H ( D ) 


由于 


^(x,y) d(u y v) 

^( u 9 v ) ^( x , y )~ 

l;( “ … | = |乾引=如 

y 2 ， 

tf 礓， •• _ ■ ■■ 


图 20 - 23 


=xy 


因此 


xydxdy = JJ uv ~dudt; = J udu J vdv = ^. 


平面变*代换中最重要的一种是极坐标 变换： 


{ X = rcos 0 y 
y = rsin 0, 


变换的函数行列式为 

3 (x f y ) cos 6 - rsin 6 

MB ^ 

yd ) sin 0 rcos d 

这个变换使平面以原点为心的圆变为 Or 0 平面的直线 r = 常数，把 ftty 平 
面的射线变为 Or 0 平面的另一束直线0 = 常数. 因此，极坐标变换对 Z ) 为由 
圆周与射线围成的区域时比较有效.由于这时 r , 0的几何意义比较明显，我 
们有时很容易便写出平面区域的积分限，而无需把△画出来. 

例2计算 y 

其中/> 由％ ，: T 正4轴与单位圆周及半径为2的同心 
解作极坐标变换 


{ % = rcos 6 , 
r = rsin d. 



从 r , 0 的几何意义立刻看出，对应于 D 的 r ， 0为 


图 20-24 



重积分的变量代换 


1 彡 r 彡2, 0 ^ 6 ^ 


因此 


e~ x ' v dxdy = J* 2 e' r rdr 


\e-’dr = - ~e - f2 2 = 
Ji 4 i 


- 〆 ）• 


回忆定理 20.3 的证明，对极坐标变换来说，在公式 

JJ / ( x , yr)dxdyr = JJ / ( rcos 6 « rsin 6) rdrd0 (6) 

的证明中，对 Z > 3^ 际上是用 0 = 常数与『=常数的两束曲线作分法（图 20-25). 
从微元法的观点来看，这时的面积微元为（图 20-26) 








§3 重积分的变量代换 


= ~J(l-e。 2 ). 

至于在第一个等式中，左边等于右边的极限，是因为二者之差 


、 dxdy 




dxdy e 2 - *-0 ( e —0). 


从上述的证明看出，定理 20.3 中/ ( u , r ) 在 Z ) 恒正或恒负的条件可减弱 
为 /( u ^) 多0,但只允许在△的有限个点上取0值.事实上，这时可用有限 
个小圆把这些点挖去，再令这些圆的半径趋向于0取极限. 

例4计算在旋转拋物面 z =： t 2 + y 2 之下，平面 z =0 之上，由圆柱面 

(* - a ) 2 + y 2 = a 2 

截出的空间立体的体积. 

解记平面区域 

D = \(x 9 yr) | (x - a ) 2 + y 2 ^a 2 \ t 
我们要计算的体积等于二重积分 

JJ (x 2 + y 2 )dxdy. 

作极坐标变换 



I y = rsin 6 . 

这时对应于 Z ) 的极坐标（见图 20-30) 为 


图20 - 29 


-0^ r ^2 acos d . 


因此 


( x 2 + y 2 )dxdy = |^ K d 0 


r 3 d 


= 士 (2 acos 0 ) A Ad 

= 8 a 4 | 2 cos 4 0 d (9 = 8 a 4 - 

Jo 4 • 2 



2 


" 2 

例 S 求椭球体的体积 K . 
解设椭球体为 






则由对称性知 


图 20-31 


V = 2 


V ^ h Axdy9 


其中 

作广义极坐标变换 


D +， y 〉|^ 一小 


0 f y = br sin d , 


则/> 对应于 0 彡 r 多 1,0矣0 在 2 k . 而 

^(x 9 y) I acos 


6 - arsin d 


3 ( 厂，汐） 6 sin 6 br cos 


= abr , 


因此 


K = 2 I 。 d^J^c \/ 1 - r 2 abr A 


= 4nabc 


= - z - i^abc . 


rdr = 4tz abc y • y (1 - 




这比在直角坐标系下化累次积分计算要简单得多. 

2. 三重积分的变量代换 

三重积分的变量代换公式与二重积分变量代换公式完全类似.我们不再详 
细推导，在此仅给出公式的叙述. 

设函数 / U , y ,2) 在由逐片光滑曲面围成的闭区域 V 上连续，变换 r 


r = y (ii ， v ， u ；)， 


将 Ouw 坐标系下的区域 <0 — * 一映射为函数 x(a 
2 ( u ,«;,«;) 在 D 有连续的二阶偏导数，且雅可比行列式 




则 


#0, 


/(x ,y ,z) dxdyd 


f(x(u,v 9 w) f y(u 9 v 9 


9 v , w )) 


^(x 9 y,z) 

3(u t v f w) 


dudvdw 


公式的证明完全类似于二重积分的情形.即首先证明，函数行列式的大小 
J ( u 0 f v 09 w 0 )\ 实际上就是变换 r 在 Uo , 叫， U ； o ) 的体积变化率 

I j ( w 0 * t ； 0 , u ； o ) I = lim , 

其中 M 2 是包含 （^,1^,!^) 的小块体积，是^在变换 r 下的像，而极限 
过程是 M 收缩到点（“，1^,1/；。）.其次，是用 U = 常数，1；=常数与 u ;= 常数 
的三组平行于坐标平面的平面作的分法，这对应于用三束坐标曲面作 V 的 
分法.这时 

\ J ( u t v 9 w ) \ dudt ^ du ; 

就是曲面坐标下的体积元，从而得到公式 (8). 

一般地，类似于二重积分，如果在有限个点，或有限条光滑曲线，或有限 


块光滑曲面上=0,而在 k 的其余地方 /( u , t ；, u ；) 不变号，则变 a 

d{u t V,W) 

代换公式仍然成立. 

三重积分最常用的变最代换有柱坐标变换和球坐标变换.分别介绍如下. 
(1) 柱坐标变换 

( x = rcos d 9 0^ r < + 00 , 
y = rsin 6 , 0 彡汐 <2k, 


这时 


(r t d 9 z)= 


^(x 9 y 9 z) 

d (r 9 d 9 z) 


0 - 


6 0 =r. 


因此变量代换公式为 


^ f ( x , y 9 z) dxdydz = J /(rcos ^ , rsin 6 9 z) rdrdddz. 
v n 

下面从微元的观点来看看这个公式.在空间中，柱坐标中的/•表示 
U , y , z ) 在平面上的投影点 P 与原点的距离，而0则表原点和投影点尸连 




线 OP 与; t 轴正向的夹角.坐标曲面 r = 常数是以 Z 轴为中心的圆 柱面； /9 =常 
数是过 2 轴的半 平面 ； z = 常数是垂直于 z 轴的平面（图 20 - 32). 显然如果 
(〜7^)的柱坐标是（^0,2)，则 （ r ,0) 就是 U , y ) 的极坐标. 

用柱坐标曲面网对 V 作分法后，体积元的底面积近似于极坐标网下的面 
积兀 rdrdd ,而髙为 dz , 因此在柱坐标下，体积兀为 rdrd ^ dz . 这从图 20-33 
看是显然的. ' 

变量代换公式右边的积分通常化为累次积分来计算.将 V 投影到0^平 
面上，记该投影区域为 D ， 它的极坐标表示为△，则 V 的柱坐标表示为 



图20 - 32 


图20 - 33 


因此 


11= l ( r ,0, z ) Iz ^ r , 0 )^ 2 ^ z 2 ( r t ^)»( r ,0)6^1. 


jj f ( x t y , z ) dxdydz = JJrdrddJ ' ⑴ / ( rcos d , rsin d , z ) dz . 


例 6 求积分 - jdxdydz. 其中 

邛 (x 2 + y 2 +z 2 )f 

K 是柱面 / + = l 和锥面 + r 2 = z 2 ( z >0) 以及平 

面 2 = /i U > 1) 所围成的立体（见图 20-34). 

解作柱坐标变换 

x = rcos 6 , y = rsin 6 , z = z. 

则在柱坐标下，三曲面方程分别为 r = l , r = z , z = 
h , 故 K 在柱坐标下为 

1 (/ ■，汐 ， z )|/ ■彡 z 彡 / i ，0 彡/■彡 1，0彡汐彡 2 tt |. 

从而 




重积分的变置代换 


r 2 + z 2 )i 


AxAyAz 


= 广 «_^ 

Jo Jo 入 （ r 2 + ?)i 

= 27tJ - r(r 2 + z 2 )'l| d 

= 2 心(忐-7^) £ 
= 2 皆 ^ 7 ^ 2 ) I : 

= 2 丌 + h - \/l + /i 2 j • 


(2) 球坐标变换 


这时 


x = rcos 没 sin <p , 0^ r < + » , 

y = rsin Osin tp 9 O^d < 2tt ， 
z = rcos (p, 0^ <p^n. 

cos dssin <p _ rsin 0sin tp rcos 0cos <p 
=sin Osin (p rcos dsin <p rsin 0cos <p = - r 2 sii 


因此变 s 代换公式为 


JjJ f (x,y 9 z)dxdydz 
v 

=I /(rcos dsm 9 , rsin 0sin p, rcos <p)r 2 sin <pdrddd(p. 


•• 

下面从微元的观点来看看这个公式.在 
空间中，球坐标中的 r 是点 A / 到原点 

的距离，史是矢径涵与^轴正向的夹角，0则 
是矢径反?在0叮平面上的投影与％轴正向的夹 
角（见图 20-35). 因此球坐标的三束坐标面组 
成的曲面网分 别为 ： r = 常数，它是以原点为 
球心的 球面； 0 =常数，它是过 z 轴的半 平面； 
9 =常数则是以原点为顶点，以 z 轴为中心轴 
的圆锥面. 




P(x,y.O) 


图20 - 35 



这时，体积元由半径为 r 和 r + dr 的两块半球面，与 Oxz 夹角为0和0 + 
d 0 的两块半平面以及与 z 轴夹角为9和 f + dp 的两块锥面包围而成，其体积 
为（图 20-36) 

dr* rd<p % rsin <pdd = r 2 sin (pdrddd<p. 

例 7 求 （ P +/ + z 2 ) 2 =oz (a >0) 所围区域（图 20-37) 的 体积. 

解 作球坐标变换 

x = rcos 汐 sin <p f y — rsin 0sin <p * z = rcos cp . 

在球坐标下，曲面方程为 r 3 = a C0S 区域 V 可表为 







1. 用极坐标变换将 J/(x, r )dxd r 化为累次 积分： 

0 

(1) D ： 半圆 X 2 + y 2 ^ a 2 , y 彡 0; 

(2) D ： 半环 a 2 ^x 2 + r 2 ^6 2 , x^O; 

(3) D: 圆 x 2 + ay (a >0); 

(4) D : 正方形 0 彡 x 彡 a， 0^ y ^ a . 

2. 用极坐标变换计算下列二重 积分： 

sin V x 2 ■¥ y 2 dxdy, D ： Tt 1 ^ x 2 + / 2 ^4^; 

(2) JJ (x + y)dxdy 9 Z> 是圆 x 2 + y 2 彡 x + y 的内部； 

D 

(3) Jf ( x 2 ^ y 2 ) dxdy 9 Z> 由双纽线 U 2 ” 2 ) 2 = a 2 U 2 -/)( gO ) 围成; 

D 

(4) ^ xdxdy , D 由阿基米德螺线 r = 0 在 06[ O,7T] 的一段和半射线 0 = 
围成； 



(5) 


x r 

D 


dxdy. 


D 由对数螺线/ •= 


dee [ o , 号]的一段和半射线 ^ = o , 


沒围成. 



3 . 在下列积分中引人新变量 u ，《 ;, 将它们化为累次 积分： 

(1) J^dxj^ f(x,y)dy t 若“：太 + 又 ， v = x - y; 

(2) I I f (x,y)Ay (0<a<6,0<a<^), ^u = %, v =—; 

(3) JJ/ (x t y)dxdy , 其中 Z)=l(x,y)|/^+>/7 彡 彡 0，y 彡 0 |, 若 

D 

a cos 4 v , y = usin 4 i ； ; 

(4) JJ/ (A ： ,y) dxdy , 其中 D = I (x ,y) | x + y 彡 a ， 太彡 0,y 彡 0| ( a > 0) , 若 

d 

y = u , y - uv, 

4 . 作适当的变量代换，求下列 积分： 

(1) J (x 2 + y 2 ) dxdy, D 是由 : + y 4 = 1 围成的区域； 

u 

(2) JJ (x ^ y) dxdy, Z ) 由 y=4x 2 ，y = 9x 2 1 x =4y 2 9 x=9y 2 围成； 

D 

(3) [T%ycl^dy, D 由叮 = 2， xy = 4 f y = x 9 y = 2x 围成 . 


5. 利用二重积分求由下列曲面围成的立体的 体积: 
(1) z = xy 9 + y 2 = a 2 , z =0; 

⑵ z = 音 V^ 2 + p ， 2=0, x 2 + y 2 = R 2 ; 

(3) 球面/ + / + 2 2 =^与圆柱面/ + /=似（ 0 


0) 的公共 部分; 


^ 今 S =1 ， 


(z>0); 




⑹ Z = 


6 . 求曲线(^ + ¥) 2 =号所围的面积. 

7. 用柱坐标变换计算下列三重 积分： 

(1) I ( % 2 + y 2 ) 2 dxdydz , V 由曲面 z = 


= 4 ， z = 16围成 


(2) JJ Ux 1 + _ r 2 ) 3 dxdydz , K 由曲面 x 2 + y 2 = 9, 

v 

y 1 、 z ^ O 围成. 

8. 用球坐标变换计算下列三重 积分： 


=16 



(0< a </?) 以及 : t = ( >0) 围成; 


(4) e 〜 b : * c 2 dxdydz f V 由、 + $ + 〜 =1 围成; 

丄 u a" b c 


r . r v ^? rv ^?, 

( 5 )W 。 d H/77? zdz - 

10. 求下列各曲囱所围立体之 体枳： 

(1) z = X 2 ^ y 2 9 z = 2 ( x 2 ^ y 2 ) 9 y = x 9 y = x 2 ; 

(2) (f + f) + (f) =1 (x^0 t y^0 t z^0 f a >0, 


§4 曲面面积 


作为二重积分的应用，本节讲述一般空间曲面面积的求法.首先碰到的问 
题是，什么叫空间曲面的面积？ 

回忆曲线的情形，在第八章§2中，我们曾把平面曲线的长度定义为内接 
折线长的极限，并把它用定积分表示 出来. 定义曲面面积的一种自然想法，就 
是模仿这个思路进行. 

对于平面曲线，可以用内接折线来近似弧长，那么对空间曲面，能否用内 
接多面形来近似曲面面积呢？如果在曲面上任取四点，它们未必在同一平面 
上，因此一般不存在用平面四边形作成内接多 囟形. 如果在曲面上任取三点， 
虽然三点可确定一平面，即可有平面三角形作成内接多面形，但当三角形的最 
大边长趋于零时，内接多面形的面积之和未必有确定的极限，即使有极限也未 


第二十章重积分 


必与我们直观了解的面积相同.施瓦茨就曾 证明： 对圆柱面来说，这种内接三 
角形面积和的极限，依赖于三角形的高与底的比例，因而极限是不存在的（图 
20-38). 因此，如果这样来定义曲面面积，则圆柱面也没有面积，这显然与 
常识不符.究其原因，就在于曲面的法向量与它的内接三角形的法向 ft 可以任 
意地接近于垂直，即使三角形的最大边长任意小.因此这样的多面体的面积不 
可能作为曲面面积的近似值. 



图20 - 38 

这个原因也启发我们考虑用切平面的小块面积近似小块曲面的面积，这时 
可以保证曲面与近似它的平面的方向保持一致.其实，在局部，曲线的弧长也 
是可以用切线近似的，这可以从微分三角形看出（图 20-39)： 

ds 2 = dx 2 + dy 2 . 

下面我们用这个办法来定义曲面的面积.先考虑曲面 S 由函数 
z = f(x 9 y ) 9 ( x t y )^ D 

给出，其中 Z ) 是由逐段光滑的曲线围成.若/具 
有对~ : K 的连续偏导数，则称这曲面是光滑的. 

这时曲面上任一点都存在切平面. 

任意给 D 一个分法 AD , ( i = 1，2,… ， n ) •对 
应于这个分法，曲面被分为/ I 小块 AS ,., 使得 
△\在 09 平面上的投影恰为任取（&,%) 
e AD , y 记匕= /(&,%)，在曲面上的点（6,7.， 

处作切平面，并记切平面上与 4 S , 有公共投影 

的一小块为它的面积应是小块曲面面积(如果存在的话）的近似. 



记 A = max U (^)|, 其中是的 直径. 如果当时， f ； 知 

lw is | 

的极限存在，则称曲面 S 是有面积的，且这极限便是曲面的 面积： 

n 

S = lim 2 • 






下面我们来计算 At ,. 若 At , 的法向童力的方向余弦为 

(COS Oi ， cos Pi , cos 7i ), 

则显然 = T ADi , . 

1 I COS 7i I 

回忆光滑曲面 z =/ U , y ) 在 u ,， 7 l ，匕）点的法向量的求法，知 

n i = 土 （/*(色，7‘），/“彡.，7‘），-。， 

它与 2 轴的夹角余弦为 


乃= 


l +/ 2 : U ，7.)+/ 2 y ( d ) 


因此 


S 牡 = 5 力"加，…/加，7 掏‘， 


上式右端恰是函数尸（心 > 0=^1+/ 2 1 (〜>0+/ 2 /^,7)的黎曼和. 而入和 /；在 
D 上连续，故 FU , y ) 在 D 连续，从而可积，即存在极限 

n __ 

5 = HmE Vl +/ 加， 7.) +/ 2 y U,,7 .機 

° ■ 1 

= JJ \/1 + f 2 x ( x 9 y ) + f \( x 9 y ) dxdy . 

这就是曲面 S 的面积计算公式，它是 /) 上的一个二重积分.记 


dS = 


尸 “ WO ㈣ =1^ 


并称之为曲面的面积元，它的几何意 义是： 曲面的面积元 dS 在 ftty 平面上的 
投影就是 0 a 平面上的面积元 dxdy. 



图 20 - 40 图 20-41 

例1计算/ + 7 2 + /=/? 2 被^ + /在办所截出的曲面的面积. 

解曲面的图形如图 20-40. 由对称性，只要求出位于上半球面的那一 
部分，再乘2 即可. 球面方程:^ 2 +7 2 + 2 2 =：/? 2 对戈求导得 


因此 


2 " +2 z ff =0> 

同理可得故在球面上有 

i ， ) 2 4) 2 

1 + (fr + ( ^ = / Z 3 IE 


于是所求面积为 


其中/>为 


H 豕一厂 

^ Rx . 作极坐标变换 

x = rcos d, y = rsin 0 9 

s = 2 H ~i====== dxd y 


dxdy , 


= 2(1 — . ^ -dxdy 

H VR 2 -x 2 ^y 2 

=2 心 

** -2 Jo VR 2 - r 2 


= 2R^\[R - R\sin d\)dd 

r n 

= 4/e 2 J o 2 (l - sin 0)60 = 4/? 2 ( ~ - l) 

如果曲面由参数方程 

x = x ( u 9 v ) 9 y = y ( u 9 v ) 9 2 = z ( u 9 v ) t ( u , v)G Z ) 

给出，设函数以 u , V ), y ( u 9 v ) 9 在 D 上具有连续的一阶偏导数，且 

( 3 x d y dz \ 

3 u d u 

dx 3 z 

dv j 

在 Z ) 每一点的秩均为 2, 则曲曲是光滑 曲面. 曲面上每一点的法向最为 


_ I^(y 9 z) d( Zi x) 3 (x,y)\ 



k 


=± ( r u x O , 


Sx dz 

汐 U du 

ix dj ^ 

dv dv 3v 


其中〜 =( lt 杳，努)，〜 =( lf 3， lt )， 并且”的三个分量中至少有-个 


分量不为零.为方便，记 




这样， n =± U , fi , C ). 不妨设 C #0, 这时 

cos( n , z) = . —-^ , 

Va 2 + b 2 + c 2 

由二重积分的变置代换公式，有 

S = | JcosCn y ,z)\ = I Tcolln\ z )\ dudv 
=JJ Va 2 h- B 2 + C 2 dudv. 

由于在参数形式下， X ， y , 2 处于同等地位，不论 n 的哪个分 fi 不为零 
都可以得到同样的积分表达式 

S = JJ VA 2 + B 2 + C 2 dudi ;, 

这就是在参数形式下曲面的面 ^ 公式. 为便于计算，可以将积分表达式进一步 
变形.注意到 

A 2 ■¥ B 2 + C 2 =/!•/!= | n | 2 = I r u x r t 1 2 
= I r u 1 2 I 〜 j 2 sin 2 ( 匕， r) 

=I ^u| 2 kr| 2 (l -cos 2 (r u ,r p )) 

= kl 2 kl 2 [ i -(| r H )] 

= \ r u \ 2 \ r v \ 2 -( r u - r v ) 2 . 


£= ir - |2= ( f ^) 2+ ( ii ) +( sr ， 

⑵ 2 , 

F = (r u -r.) = 3 f 3 f + 3 f d f + ^ d f. 

d u a v a u dv o u o V 


则曲面的面积又可表为 


S = y/EG - F 2 dudv 9 


这种形式既便于记忆，又便于计算. 

例2用参数形式求解例1 .球面 / + + 

x = Rcos 6 sin <p , y = Rs\n Osin <p , 

0 ^ <p^n. 

代入 * 2 + y 2 彡得 


的参数表示为 
z = Rcos <p 


sin cos d y - y 彡沒彡 Y • 

考虑第一卦限，则问题化为求球面位于 

D : 0^ <p^ arcsin cos 6 , 0^0^ 

部分的面积，然后再取4倍即可.写出 


f ^X 

3d 

d r 

36 

a : 、 

36 

- Rsin 0 sin <p 

/?cos dsin (p 0 

dx 

iz 

d z 

Rcos dcos (p 

/?sin flcos <p - Rsin 

、 d 9 

d(p 

d( p > 




E = ( 尺 sin dsin <p) 2 + ( Rcos 6sin <p) 2 = R 2 sin 2 <p t 
G = ( Rcos dcos 9 ) 2 + ( Rsin dcos <p) 2 + ( ft sin <p) 2 = R 2 9 
F = 0. 


故面积 


S = 4 JJ VEG - F 2 d6d<p 

D 

(* y p»rc*inco» 0 

= 4 j ddj R 2 sin (pA(p 

= 4/? 2 J^(l — sin d)dd = 4/? 2 (y - i) 


和前面计算的结果一样. 


1. 求下列曲面的 面积： 

(1) 包含在圆柱 * 2 + y 2 = a 2 内的 部分； 

⑵锥面 * 2 + y 2 = ~|~z 2 与平 lft:i: + y + z=2a(a >0) 所界部分的表面; 


§5 重积分的物理应用 


(3) 锥面 z = /被柱面 Z 2 = 2 x 所截 部分； 

(4) 曲面 z = 被平面 x + y = 1, x = 1及 } r = 1所截下的部分. 

2 •求螺旋面太= rcos 卩， y = rsin (p , z = _(0 < r < a ,0 < ^) < 2 兀） 的 面积. 

3 • 求环面 x = ( 6 + a cos 0 )cos <p , y = ( 6 + a cos ip ) sin (p 9 2 = a sin ^ (0 < 
a 矣 6) 被两条经线 <p - < p \ y 史：外和两条讳线^^仏 ， p = A 所围成部分的面 
积，并求出整个环面的面积. 

§5重积分的物理应用 


1. 质心 

设13是空间的一块物体，是的密度函数，它在/2上连续.将 
分为《小块 ZW,(i = l ,2, …，/ 1 ).由 p (/>) 的连续性，当的直 

径 I 充分小时，的质撤 dm , 有近似式 " 

其中 A 是上的任 一点. 这时 D 可近似地视为 n 个质景为 dm , •的质点构成 
的质点系，质点分别位于点因此质点系的质心坐标为 

颺 

S ^(^)^3. 

- i - I 

X n= - - ， 

iml 

w 

• ■ I 

r« = --’ 

j ■祖 

n 

(尸 

- im I 

:n = - • 

令 A — 0,由连续函数的可积性即 = 

\ Q x p( |^dm 

^ P (p)dn L dm 




[ yp( P)dO [ ydm 
- _ iJl _ _ J n 

\ n p(p)dn dm 

J^2jo( P)d{l [ zdm 

^ p ( P)dn [dm 

这就是 D 的质心坐标公式，其中是质 ft 微元 ， f d 

n 

质量. 


就是 D 的 


若 n 是平面薄板 z >, 则 d 的质心坐标为 


JJ xp(x 9 y)dxdy 
D _ 

p(x,y)dxdy 


y = 


^ yp (< x , y)AxAy 

_D _ 

p(x 9 y)dxdy 


若是空间立体 V % 则 V 的质心坐标为 


jj xp(x 9 y 9 z)dxdydz 

V _ 

J p(x 9 yr,z)dxdy6z 

V 

JJ[ yp(x 9 y,z)dxdydz 

V _ 

JJ p(,x,y 9 z)dxdydz 

V 

U zp(x 9 y 9 z)dxdydz 


p(x 9 y 9 z)dxdyrdz 

V 

例 1 求球面/ + / + 2 2 = 2和抛物面怎= 

/ + /在半空间所围立体（图 20-42) 的质 
心，设密度^为常数. \ 

解 由对称性知质心在 z 轴上，即* = f =0 ,) 
而 • 

| zdxdydz 


J dxdydz 



图20 - 42 



在第八章中我们曾经利用定积分求过某些特殊类型的平面或空间物体的转 
动惯对于一般的平面或空间物体的转动惯 ft , 则要借助于重积分. 

设 V 是空间的一块物体，其密度函数在 V 上 连续. 我们来求 V 
对三坐标轴的转动惯 ffi . 对于 K 上的任一体积元索 dV , 其质 ft 微元为 dm = 
p ( x . y . z)dV , 这时 dV 对 x 轴， y 轴， z 轴的转动惯量分别为 

d/, = (y 2 + ?)〆 ％，， ， z)dV= (y 2 + z 2 )dm ， 
dI y = (x 2 ^z 2 )p(x,y,z)dV-(y 2 + z 2 )dm^ 
d/, = (* 2 + y 2 )p(,x 9 y t z)dV = (* 2 + y 2 )dm. 

由于 ^ 对坐标轴的转动惯量就是所有质量微元对坐标轴的转动惯 fi 的总和， 
这是三维连续量作用的总和，因此就是对 d /,, d / y , d /: 求三重积分，故 K 对 
三坐标轴的转动惯量为 

4 = JJ (〆 + z 2 )p(x 9 y 9 z)dxdydz f 

V 

ly = UJ + z 2 )p(x > yr 9 z)dxdyrdz, 

V 

Ii = ][[ (* 2 + y 2 )p(x 9 y 9 z)dxdydz. 

同理可得 V 对坐标面的转动惯量为 




l xy = jjj p(x , y , z ) dxdydz 9 

V 

fyz = U x 2 p ( x 9 y 9 z ) dxdydz 9 

V 

’《 = JJj y 2 p ( x 9 y 9 z ) dxdydz . 

平面薄板对轴的转动惯量可类似地讨论.这 y 

里仅举例说明. 

例2求均匀圆盘 D •• x 2 + y 2 矣 R 2 对于其切 ~~ 
线的转动惯量，设密度^0为常数. [ d \ 

解取切线为 7 = 尺. 任给面积微元朽，它一 ( ——^- W —- 

对切线 y =/? 的转动惯量为因 Y y / 

此/>对7=/?的转动惯量为 夕 

/ = JJ (尺 - y) 2 pda 

% 图20 -43 

= <0 J d^J ( /? - rsin d) 2 rdr 

= |0 I d^J (R 2 - 2/?rsin d + r 2 sin 2 0) rdr 

: P (27 r / f 2 |%dr + J :、 n 2 0 d 0[ Vdr ) 

=/o( tt /? 4 += ^pnR A . 

例 3 设球体的密度与球心的距离成正比，求它对于切平面的转动惯敢. 
解设球体的方程为 x 2 + / + /多尺 2 ,则密度函数为 〆 x , y , z ) = 

k Vx 2 ^ y 2 ^ z \ 其中 A ; 是比例 常数. 取切平面方程为 2 =尺，则球体对平面 
z =/? 的转动惯量为 


= k JH ( /? - z) 2 J x 2 • 


dxdyd 


(0.0,R) 


1 * 

= 2nk r 2 -r( R - rcos <p) 3 dr 
J o J o 

=r 2 [(/? + r) 3 - (/? - r) 3 ]dr 

=+7rA: r 2 (3/? 2 r + r 3 )dr = ^izkR 6 . 

J J n V 


Ao 


图 20-44 


3. 引力 


设 V 是空间的一块物体，密度函数 〆 ^;^^) 

在 V 上连续.求 V 对 V 外一点 （ xo ， y () ， Z () ) 处质量为1的质点 A 的引力 F . 任取 
V 上的质量微元 dm = p (*, y ， z ) dV . /!到 dm 的向量为 r =( x -； r 0 , y - y 0 , 2 - 
2 0 ).这时 dm 对4的引力为 



-*o，y - y 。， 卜 ： o)d V ， 



图 20-45 

其中 A : 是引力常数 ， r = \/(x - x 0 ) 2 + (y - y 0 ) 2 + (z - z 0 ) 2 . 对 V 求和 • 便得 
F 在三坐标轴上的投影分别为 

= jj[ ^ -~ p 5 p(x 9 y 9 z)dxdydz 9 
v r 

= jj k y — p( x 9 y 9 z)dxdydz 9 

= jjj ^ '~ Y ^ p { x y y , z ) AxAy ^ z . 

v r 

而/ ^ + F , A :. 

例 4 求均匀球体 / + / + P 矣 K 2 对球外一点质量为 1 的质点4的引力. 
解设球体的密度为常数不妨设质点4位于 z 轴 （ o , o ,/ i ) 处 U >/?). 
由对称性知 F ,= F r =0. 

F x ^ kp ]T - i-Z-Jt - jdxdydz. 

作柱坐标变换，得 





=2 咖 n _ 丨 卜 

= - 泰 rV? 3 . 

这个结果表明球体对质点 4 的引力等于将球体的全部质量集中于球心 
时对质点4的引力. 

习 题 

1. 求下列均匀密度的平面薄板的 质心： 

(1) 半補圆$ + 6系1， y ^ O ； 

a " b 

(2) 高为 / i , 底分别为 a 和6的等腰 梯形； 

(3) /•=<1(1+0>8 9)(0矣9 ) 系冗)所界的薄板； 

(4) ay = X 2 , : r + y = 2 rt ( a > 0) 所界的薄板 • 

2. 求下列密度均匀的物体的 质心： 

(1) Z 彡 1 - X 2 - y 2 , 2^0； 

(2) 由坐标面及平面 x +2 y - z = l 所围的四 面体； 

(3) z = x 2 + y 2 9 x + x = a , x =0, y = 0 9 z = 0 围成的立体； 

(4) z 2 = d + y 2 (^0) 和平面 z =/ i 围成的 立体； 

(5) 半球壳 a 2 矣 * 2 + y 2 + z 2 矣 6 2 ， z 彡 0. 

3. 求下列密度均匀的平面薄板的转动惯 ft : 

(1) 边长为《和6,且夹角为史的平•行四边形，关于底边6的转动 惯贵； 

(2) y = x 2 t :所围平面图形关于直线 -1 的转动惯 ft . 

4. 求由下列曲面所界均匀体的转动 惯量： 

(1) 2 = x 2 + y 2 t x + y = ± 1, x - y = ± 1, z = 0关于 z 轴的转动惯适； 

(2) 长方体关于它的一棱的转动 惯量； 

(3) 圆筒（1 2 矣* 2 + /系 fc 2 , 矣 A 关于 x 轴和 z 轴的转动惯童. 

5. 设球体 x 7 ^ yUz 2 ^2 x 上各点的密度等于该点到坐标原点的距离，求 
这球的质量. 

6. 求均匀薄片* 2 + /在尺 2 ，2 = 0对 z 轴上一点（0,0，<:)((：>0)处单位质 
点的引力. 

7. 求均勻柱体^ 2 + r 2 ^ a 2 , O ^ z ^/ i 对于 （0,0, c)(c > /0处单位质点的 
引力. 
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积分实际上是求连续量作用的总和.当连续量定义在直线段时，这是定积 
分； 当连续 fi 定义在平面的区域时，这是二重 积分； 当连续量定义在空间的立 
体时，这是三重积分.自然连续量还可以定义在空间曲线或空间曲面上，这就 
分别引导到曲线积分和曲面积分.定积分的积分线段是有向的，重积分的积分 
区域是无向的，细心的读者应看到两者的区别.定义域是无向的积分称为第一 
型的，定义域是有向的积分称为第二型的.因此曲线积分和曲面积分有第一型 
和第二型之区别，这是读者要特别注意的. 

§1第一型曲线积分与曲面积分 

上一章中，我们从求平面薄板的质 M 引出了二重积分，从求空间物体的质 
最引出了三重积分.在这里，我们将从求曲线段的质撤引出第一型曲线积分， 
而类似地从求曲面块的质撤引出第一型曲面积分. 

1. 第一型曲线积分 

我们的问题是，设有空间的曲线段 L 
遣，为简单起见，设空间曲线段 L 是可 
求长的，其端点为/ I 、 fi . 又设密度函 
数在曲线 L 上连续，我们来 
求这曲线段 L 的质 fl . 

从 A 至 B 依次插人分点4 = / to , 

Ay ，- •- t A n = B ， 它将曲线段 L 分成 n 小 
段. 记第 i 段弧长为丄心=1,2,…， fi ). 

在第 i 弧段上任取一点 7 , •,?,), 则第 i 弧段的质量近似于 
从而 L 的质量就近似于 

« 

2/( 色，7卜匕) 

当 A = max 0时，上述和式的极限就是 L 的质蛩 

1 < i < « 

n 

^ = Jim S/( ?• ， 7i ， 

这种定义在曲线段 L 上的和式的极限， 就称为 f(x ， y ， Z ) 在 L 的第一型曲线 


，其上每点有线密度，如何求其质 



图21 _ 1 
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积分. 

一般地有下述定义. 

定义 21.1 设 L 是空间可求长的曲线段， /( z , y , z ) 定义在 L 上. L 的两 
端点为 A ， B . 依次用分点 /! = /!(),',•••, 分成 n 小段，每小段的弧 
长记为仏，不妨将第 i 小段弧也记为 △,•. 任取作和式 

n 

S / u + Oi . 

若当0时上述和式极限存在，则称此极限为 /( by , Z ) 在曲线 
L 上的第一^曲线积分，记为 

^ f ( x 9 y 9 z ) ds . 

总起来说，就是 


J^/( x 9 y t z)ds = lirn i/( $, ， 7i ， ?.) △〜 


定理 21.1 设 L 是光滑曲线 


x = x(t) 9 y= y(t) t z- z(t) 9 

在 L 上连续，则/(*，” 2 )在 L 上的第一型曲线积分存在，且 
| ^(x 9 y f z)ds 

= \/(x(t) 9 yU) 9 z(t)) 

证明 （1) °设 L 的参数方程中的参数 t 是从一端点4到曲线上的点 （: r ， y , z ) 
的弧长这时，方程化为 



y = y(s) t O^s^/, 
z = z(s ) 9 


这就是曲线的本性方程.因此曲线上的分点4 = A 09 A t9 A n = B 对应于 
[0, Z ] 的 分法： 0=外<〜< …〜 ―既 表示第 i 段的弧长，也 
表示曲线段 本身. 对任意存在使得 

( fi ，7 i ， fi ) = (山广 )， y (< ) 9 z($i )). 


因此 


wm 

S /( e . ，％ , ?•)△〜 


= 公 f( 山 : )^y(si ) 9 z(si ))A$i , 


它是 /U(s) ，； Ks) ， 2 (5)) 在 [o，/] 的黎曼和.由于 /(* U ),： rU ), z ( s )) 在 [o,f] 
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连续，从而可积,‘故有 

/(*( s) ,y(s) ,z(s))d5 = lim 公 /( & ，％， ？, )△、• 

由定义 21.1 即得/(。;^ 2 )在 L 上的第一型曲线积分存在，且 

^f(x 9 y 9 z)ds = ^f(x(s) 9 y(s) 9 z(s))ds. 

注意当参数 s 是弧长参数时， x t 2 ( s )^ y l 2 ( s )^ z ,2 ( s ) = \ ,因此公式 成立. 

(2) 设 t 是任意参数.回忆本性方程的求法，对^上的任一点 PUO ), 
y (0, z (0), 求出 G 的弧长 

^(0= | VV 2 (r) + y’ 2 (r) + z’ 2 (r)dr , t € [a 9 f3 ]. 

由于 ^ = 7^ 2 (0 + / 2 (0 + / 2 (0>0, 

根据反函数存在定理知，函数有反函数 e = 它在 [0,/] 上连续可微， 

且 t = a 对应于 s=(M = ^ 对应于 s = /. 这时 

X = x(t(s )) 9 
y = y(t(s)) t O^s^Z 
U = z ( r (5», 

是 L 的本性方程.由 （1) 已证得 

^ J { x,y , z)As = o /( x ( f ( s )), y ( t ( s )),2：( t ( s ))) d 5. 

在等式右边作定积分的变*代换 s = s ( t ), 得 

^ f(x ,yr 9 z)ds 

= J f ( x ( t ) , y ( t ) 9 z ( t))V x ，2 ( t ) + y ,2 ( t ) + z ,2 ( t ) dt . 

公式得证.定理 21.1 证完. 

定理 21.1 把第一型曲线积分化成了定积分，从而给出了第一型曲线积分 
的计算方法. 

其实，这公式是很容易记忆的.它指出，在曲线积分 

^ f ( x 9 y 9 z)ds 

中，把 L 的参数方程 x = dr),y = yU), z = z ( t ) 代进去，再把弧微分 ds = 

V x ,2 ( t ) + y ,2 ( t ) + z ,2 ( t ) dt 也代进去，积分限 t = a 与 t = 13 ， 是对应于厶两 
个端点的 参数. 要特别注意的是，积分限永远是从小到大.这是因为，线积分 
定义中的是真正的弧长，永远是 止的. 由此可见，第一型曲线积分同乙的 
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方向无关.也就是说，如果 L 的两个端点是4与则 /( z,y,z) 在 L 的第一 
型曲线积分由 A 积到 B 等于由积到可以把这写成 

| s /(^*r*2)d5 = J^/(x,y,z)d5. 

因为由定理 21.1, 它们都化成同一个定积分. 

当乙是平面曲线且用 y=pU), 给出时，公式化为 

^ J{x ,y)As = I fix y <p(x)) y/ 1 + <p' (x) 2 dx. 

显然，当 /(x,y, 2 ) = l 时，定理 21 .丨的公式化为 

[ds = ^ Vx ,2 (t) y' 2 (t) + z ,2 (t)ds % 

J 厶 J Q 

这就是 L 的弧长，与我们对曲线积分的直观理解一致.当是 L 的线 
密度函数时， /(ty,z)ch 就是曲线 L 的质量.定理 21.1 给出了它们的计算 
方法. 


例1 设 L 是捕圆$ + $ = 1在第一象限部分，求/= . 


解法1 用 L 的参数方程 




解法2用 L 的直角坐标方程 



0^ % ^ a , 
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例2 计算 j x 2 ds 9 其中 L 为球面太 2 + / + 2 2 = ( 1 2 被平面：^ + 7 + 2 = 0所 
截得的圆周. 

解曲线 L 是半径为^、圆心在原点的圆周.但它的参数方程并不易写 
出.注意到 L 关于 x , : r 的对称性，则有 

f x 2 ds = [ y 2 ds = z 2 ds. 

J L J L L 

因此 = + J ^( x 2 + y 2 + z 2 ) d 5 

s i\ L ds = i nai - 

对称性和几何意义是简化积分计算的常用技巧，读者应多多留意并灵活运用. 
例3 试求一均匀半圆周（密度 P = l ) 对位于其中心的单位质点的引力. 

解为计算方便，取半圆周为圆心在原点的上半圆周.设半径为/?,则 
^ = ffcos e t y=Rsin dAO ^ O ^ n ). 由对称性知引力 F 在; r 轴上的投影厂= 0, 
故只要计算 F 在； k 轴上的投影 F ,. 任取弧长微元 cb , 它对原点处单位质*的 
质点的引力为 


dF 


=春 dsr 0 


•其中 A 是引力常数， r 。 是向径的单位向量.将 
^ = 1, ds =/? d 0 代进去，得 df •在; k 轴上的投 
影为 

dF y - ^sin 0ds = 含 sin 6A0. 

故 / r r = [ --'sin 6d6 = -^-cos 6 = . 

Jo K k A 
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2. 第一型曲面积分 

类似于第一型曲线积分，我们可以给出第一型曲面积分的定义. 

定义 21.2 设5是空间光滑曲面== 2(*，：0,(：«,；)0€/)， / G ,； k ， z ) 是定义在 
S 上的函数.对于 Z) 的任意分法 △ q， 相应地得到 S 的分法 = …， n). 

任取(色， ASi, 记 A = max I Act , 的直径 I. 若极限 

n 

lim 2yu，7.，f‘) 你 

A ^° i»i 

存在，则称该极限值为 /U,y,z) 在曲面 S 上的第一型曲面积分，记为 

JJ/(«,y,z)dS. 

s 

定理 21.2 设 S : z=zU,y),U,y)eZ> 是光滑曲面， Z) 是有界闭区域， 
/(x,y,z) 在 S 上连续，则 /(*,y, Z ) 在曲面 S 上的第一型曲面积分存在，且 

JJ/(x,y,z)dS 

5 

= y))*>/ 1 + z\{x,y) + z](x 9 y)dxdy. 

D 

证明 对于 Z > 的任意分法相应地有 S 的分法 ^S, (f = l，2, …， n). 

的面积为 

△s, =JJ J \ ^ z\ {x ,y) Z 2 r (x 9 y)dxdy. 

由 二重积 分的中值定理 

你= vi + 4(d) + 4(r，7r ^， 

其中 ur , 这时曲面积分的黎曼和 

^ = 2/(色，7‘，匕) 你 

“I 

=公/(色， 7i， 2 (fi，7i))Vl + 4(f, ，7: ) + 4(冬,，7: )&•• 

im | 

令 A = maxlAr, 的直径 I. 我们要证明 

I « • < n 

lim a =jj/(x 9 y 9 z(x 9 y))y/ 1 + z\{x,y) + z\(x 9 y)dxdy. 

D 

要注意的是 ^ 并不是某个函数二重积分的黎曼和，因为（$， 7 ,)和可能是 
中不同的两点.但这种情况我们在定积分中已多次见过.仿照定积分，记 

n 

，= E /(f : ， 7: “(e: ， ？••）)V 1 + 4 ( ?; ， 7: ) + 4( G , 7 : ) ， 
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则有 


而 a = 


lim ct ' =： Jf(x 9 y,z(x,y))y/ \ + z](x,y) z 2 y (x ,y)dxdy • 

D 

-，）+，， 因此剩下只要证 lim ( a -( T )=0. 


因为 / T 7^ T ^7 jT ^7 T 7) 在有界闭集 d 上连续，所以有最大值 a /. 


因此 


a - 


I ^ W 2 |/(6* ， 7«, z (& ， 7i)) W, ， 7 广 ， 2 (f ， 7 :〉） h • 


根据 /(*， y ， Z (: t , y )) 在 Z ) 上连续，从而一致连续，即对任给的 € >0,存在 
a > o , 只要 A <5 ( 此时必有 At ,. 的直径小于 5), 有 

1/(?,， 7*)) _/(?‘•，7, ， z ( f : ，7广 ））I < \ . 

故 \<J - o m \ < |~ j - 2 = £ • 

这就证明了 @( a -，）=0. 定理 21.2 证完. 

公式的左端是第一型曲面积分，右端则是二重 积分. 二重积分是会计算了 
的，因此，它给出了第一型曲面积分的计算方法.在公式中取 /(： t , y , 2) = 1， 
则有 


JI ds = JJ ， 


2 t (x 9 yr) + z 2 y (x 9 y)dxdy. 


这就是曲面 S 的面积.它同时也表明 dS 就是曲面的面积元. 

定理 21.2 的公式也是很易记忆的.它指出，只要把曲面方程 z = 2 ( z , y ) 

以及曲面面积元 dS = V 1 4* z 〗 + z 2 y dxdy 代进曲面积分中去,积分区域就是 S 
在0叮平面的投影/>，便把曲面积分化成了二重积分. 

当光滑曲面由参数方程 

x = x(u 9 v) 9 y= y(u 9 v) 9 z = z(u 9 v) t (u 9 v)^: D 
给出时，面积元为 

dS = y / EG - F 2 dudv 9 

其中 £ = A + yt + zt ， C = x 2 p + , F = x u x p + y„y v + z u z v . 

因此可以设想有 

f ( x 9 y 9 z)dS = JJ /(%( u , i ;) t y ( a , i ;), z ( u , f ；)) V / EG - F 2 dudv . 

5 D 

事实上，这个公式可仿照定理 2 加以证明，我们把它留给读者作为练习. 

平面作为曲面的特殊情形，当 S 是平面上的平面块 D 时，第一型曲 
面积分就是二重 积分. 事实上这时定义在 S 的函数为 / U ，； k )， dSsdxdy ， 故 
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JJ /(^, r ) d 5= ^ f ( x 9 y ) dxdy . 

S D 

例 4 计算曲面积分 JJg ， 其中 S 是球面* 2 +/ + 2 2 =« 2 在平面 2 = 


h (0</1<(1)之上的部分（图21-3). 



= 2a7rln ^ . 
h 

例 S 计算 J [ ( x ^ y ^ z)dS ,其中 S 是球面 X 2 + y 2 + 2 2 = a 2 , 2^0. 


解本题用 S 的参数方程更简便些.利用球坐标易写出 S 的参数方程为 


计算 


x = a cos 0 sin <p 9 

y = asin 0 sin 9 , 0 矣 0 < 2 兀， 0 ^ < p ^^. 

z = a cos ( p , 


因此 


ye 

:0、 


- a sin 0 sin <p 

a cos d sin 

<P 

0 


Z ” 


、 a cos 0 cos <p 

a sin 6 cos 

9 

- a sin <p 


E = a 2 sin 2 9 , C = a 2 , F = 0. 


y 


)dS 


= JJa(cos d sin <p ■¥ sin 0 sin 9 + cos (p)V a 4 sln 2 <p 



< pd<p (cos d sin <p + sin d sin ip + cos < p)dd 
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= 2na 3 sin cp cos <pd(p = 7ra 3 . 

Jo 

读者不难发现此例中 JJxdS= JJydS=0. JJxdS=0 是因为曲面 S 关于 

s s s 

平面对称，而被积函数是 X 的奇函数.同理知 J]VdS = 0. 


例6 求均匀球壳对不在该球壳上的一单位质点 
M 的引力.设球壳的密度 p = 

解为计算方便，选择质点位于 z 轴上（0,0, A ) 
处 U >0), 球壳的球心在原点，半径为 

由对称性知引力 f 在 z 轴和 y 轴上的投影为零， 
故只要求 F 在 z 轴上的投影 F z . 

任取面积微元 dS , 它对 A / 的引力为 

AF = — — 


(0,0./r). 




其中 r = y/ + y 2 + (z - / i ) 2 ， r 0 =—( x , y,z - h) 9 
户 =1. 因此 df •在 z 轴上的投影为 


用球面的参数方程 


图 21- 


dF : = Mi ^ ds . 

Fl= l— ds . 

x = Rcos Osin <p y 

y = /?sin 0sin tp , 0 矣 0 矣 2 k ， 0 矣 93 在 7r, 

z = Rcos 9, 


从而 


dS = J EG — F 2 ddd<p = sin <pddd<p f 
r = V R 2 + h 2 - 2 Rhcos <p • 

> 广 少 C0S 上'幻 ■■ 声 n 9d(p 

° ° (R 2 ^ h 2 -^2Rhcos cp)2 

= f — ~-sin 

0 (R 2 + h 2 -2Rhcos <pYi 
nkR 2 f" (R 2 + h 2 ^ 2Rhcos cp) + 2h 2 - h 2 - R 2 
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kR 2 

h 


nkR : 

丁 


dcos 


<P 


T + lo 


( h 2 - 


9 


(R 2 + h 2 - 2Rhcos <p )2 Jo (R 2 + h 2 - 2Rhcos cp)\. 


R 2 + h 2 - 2Rhcos<p 
Kn 


h 2 - R 2 


Rh 


V R 2 + h 2 -2/Oicos cp 

营 [IWM 尺 “) -U 2 -尺 


h 2 


h> R ， 


0, h < R. 

这个结果 表明： 均匀球壳内的任一点所受球壳的引力处于平衡状态，而均匀 
球壳外的点所受球壳的引力等于把球壳的全部质最集中到球心时对该点的引力. 


习 


题 


1. 对照電积分的基本性质写出第一型曲线积分和第一型曲面积分的类似性质. 

2. 计算下列第一型曲线 积分： 

( 1 ) h ( x 2 ^ y 2 ) ds 9 其中 L 是以 (0,0),(2,0),(0,1) 为顶点的三 角形； 

(2) f V X 2 -¥ y 2 ds , 其中 L 是圆周 x 2 + y 2 = ax ; 

^ L 

(3) J xyzds , 其中 L 为媒线 x = acos t 9 y = asin t , z = bt (0< a < b )， 
0 矣 t ^2 iz ; 

(4) |^( x 2 + r 2 + z 2 )d5, 其中 L 与 (3) 相同； 

(5) \ l (^3 + r l ) d 5, 其中 L 为内摆线 + = 

(6) |^ d 5, 其中 L 为摆线的一拱 * = a(f -sin t ), y = a ( l-cos t ), ^2 jt ; 

(7) J ^ yd 5, 其中 L 为球面 + + z 2 = a 2 与平面 A ： + y + z = 0 的交线； 

(8) (xy + yz + zx)ds , 其中乙同（7); 

(9) ^ xyzAs t 其中 L 是曲线 y = , z = ^ 2 (0 彡 f 彡 1); 

( 10 ) |^/27 T 7 2 d 5, 其中 L 是 x 2 + / + z 2 = a 2 与 x = y 相交的圆周. 

3. 计算下列第一型曲面 积分： 

(1) U 2 + y 2 )dS ,其中 S 是立体彡 z 彡1的边界 曲面； 



(2) JJ -^- 2 , 其中 S 为柱面 x 2 + y 2 = K 2 被平面 2 =0和 z =/ f 所截取的 
部分 ； s 

(3) JJ U 3 y 2 z | dS , 其中 S 是曲面 + / 被平面 2 = 1 割下的部分 .； 

s 

(4) JJz 2 dS , 其中 S 为螺旋面的一 部分： 

s 4 

x = ucos v , y - usin v , z = v (0^ u ^ a ,0^ t ; ^27 r ); 

(5) JJ (* 2 + y 2 )dS , S 是球面 * 2 + y 2 + z 2 =/? 2 . 

4. 设曲线 L 的方程为 

x - e 1 cos t , y = e 1 sin t f z = e * (0^ t ^ t 0 ), 

它在每一点的密度与该点的矢径平方成反比，且在点 （1,0,1) 处为1,求它的 
质*. 

5. 设有 一质董 分布不均匀的半圆弧 a := rcos 0, y = rsin 0(0 矣 0 矣 7 r ), 其 
线密度 MU 为常数），求它对原点 (0,0) 处质董为 m 的质点的引力. 

6. 求嫌线的一*支 L : * = aco 8 t , y - asin t , z = & f (0 矣 f 矣 2 jc ) 对* 轴的 
转动惯量 / = h ( y 2 + z 2 )( b . 设此蛛线的线密度是均匀的 • 

7•求拋物面壳 2 = + U 2 + y 2 ), 0彡 z 矣1的 质设. 设此壳的密度 pz . 

8•计算球面三角形 x 2 + y 2 + z 2 = a 2 , x >0 9 y >0, z >0 的围线的重心坐 
标.设线密度 p = l . 

9. 求均匀球壳+ y 2 -f z 2 = a 2 (^0) 对 z 轴的转动 惯最. 

10. 求均匀球面 z = \/ a 2 - x 2 - y 2 ( x ^0^ y ^0, x + a ) 的重心 坐标. 

11•若曲线以极坐标 给出 ： p = p ( e )( d l ^ d ^ e 2 ) 9 试给出计算 J * f ( x 9 y)ds 
的公式，并用此公式计算下列曲线 积分： 

⑴ ds ，其中 L 是曲线 p = a (0 在0在号)； 

(2) J ^ d 5, 其中 L 是对数螺线在圆 r = a 内的部分. 

12. 求密度 10 = ^ 00 的 锥面 x = rcos 沪 ， y = rsin 9， z = r (0 彡 p 彡 2 兀， 
0< 对位于曲面顶点 （0,0,0) 的单位质点的引力.当 6—0 时，结果 

如何？ 

13•计算 F ( t )= 其中 S 是一平面 x + y + z = r ,而 
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§2第二型曲线积分与曲面积分 


第一型曲线积分和曲面积分，其曲线和曲面都是无方向的，本质上与二重 
积分和三重积分是同类型的积分.这一节要介绍的第二型曲线积分和曲面积 
分，其曲线和曲面是有方向的.其实这种类型的积分我们并不陌生，定积分 

的区间就是有方 向的： 从 a 到 b . 如果反方向，便会差一个负号 

J^/( = - | f(x)dx. 

曲线有方向，比较容易 理解. 什么叫曲面的方向？下面我们从物理背景开始, 
引进第二型的曲线与曲面积分. 

1. 变力作功与第二型曲线积分 


设一质点受变力 幻的作 用沿空间光滑曲线段 L 从点4运动到点 
变力 F (心 y , z ) 不仅大小随点的变化而变化，而且方向也随点的变化而变 
化. 这时力所作的功应如何计算呢？ 

从4 向忍给 曲线弧 L 一个 分法： 


A - M 09 M lf , M n = B y 


其中 W , = U ， y ,,2,). 记 Af •-〗軋的弧长为 A ,, 任取当 


A = max Ms , 丨很小时，每个小弧段上 

I < | < n 

的力近似于常力 FU , 而力 FU , y ， z ) 

使质点沿从运动到 Af , 所作的功 
%有下面的近似表达式 

因此 F (心 y , z ) 使质点从4运动到 B 所作 
的功 



E F - 1 Mi • 

“篇 

A 越小近似程度 越好. 故当 A — 0时，上式右 
端和的极限就是 F ( X , y ，2：) 使质点从4运动 


图21 -5 
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到 B 所作的功. 
因为 


.• - r * - 


注意这时 


则有 


= (Ax i9 Ay i9 Azi ), 

h 是可正可负的，大小与符号由向量 M i . x M i 决定.又若 
> y 9 z) = ( P( x t y 9 z) , Q( x 9 y 9 z) , R( x , y 9 z)) 9 


n 

^ = lim 2^ f «* ?.，0 Mi-iMi 

^ i ■ 1 

s 1 ™ {E ft * 7 .»C.)^*i + ^(. 7i»C.+ 尺(乞 , 7,, f•) Az,} • 

抽去其中的物理背景，这样一种和的极限就引导到第二型曲线积分. 

定义 21.3 设函数 / U ,; r , z ) 定义在空间光滑曲线弧 L 上 ， L 的两 端点为 A ， 

5•从/!向 B 给个分法： 4 = Af 0 , A / 丨 ，…， Af n = B t 其中 ^ = 记 

你卜丨从的弧长为 =x. 任取作和式 

颺 

• • I 

若当 A = 0时， a 的极限存在，则称该极限为函数/沿有向曲线 L 

对 x 的第：!型曲线积分，记为 

J^/(x 9 yr 9 z)dx 9 

或 J^/(*,y ， 2)dx. 

如果在上述求和时，分别用= y • -^ -々 — I 代替 Ac ,, 便得 
到/沿 L 对 y 或对 z 的第二型曲线 积分： 


j L /( xfX 9 z ) d : 


或 | f ( x 9 y t z ) dz . 

如果有向量函数 FU , y ， 2 ) = + 则根 

据定义 21.3 有 

J L P(x 9 y,z)dx + Q(x 9 y 9 z)6yr + R(x 9 y 9 z)dz 
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n 

2 ^ 7** 7i* + ^(6i ， ?i)^J * 

其中上,， ^ y ,, ^ z , 分别是向量 Af . dW 在 z , y , z 轴上的有向投影. 
•若记 

ds = i dx , dy , dzI , 

则 


|^P(% f j,z)dx + Q(x 9 jr,z)dy + R(x 9 y 9 z)dz 

=I F(x,y,2)-ds . 

^ L 

因此上述积分也称为向曾函数 F ( x ， y ， z ) 沿有向曲线 L 的积分 . ds 的方向就 
是曲线 L 的切线方向，其指向与 L 的方向一致. 

第二型曲线积分中曲线是有方向的，这是与第一型曲线积分的根本区别所 
在.如果对 L 的积分改为由 b 到/1,则在上述定义中，变成了用的投影 
来代替原来的瓦77^；的投影，显然和式差了一个负号.因此对同一曲线有 

Pdx + Qdy + Rdz = - Pdx + Qdy + Rdz. 


它们恰好相差一个负号.而对第一型曲线积分来说，从/4到的积分与从 B 
到/!的积分是相等的，即 

\ ^f(x,y 9 z)ds = ^f(x 9 y 9 z)ds . 


对于闭曲线 L , 我们常记为 



J L 


这时积分与起点的选择无关，只与曲线 i 的方向有关. 

下面的定理告诉我们，连续函数沿光滑线段的第二型曲线积分总存在，并 
且可以化为定积分来计算. 

定理 21.3 设 /(*,y , z ) 是定义在光滑曲线段 

AB：x = x(t) f y - y(t) 9 z = z(t) 9 

上的连续函数 ， t = a 时对应于 /! 点，《 = /?时对应于 B 点，且^自身不相交, 
则/沿^的第二型曲线积分 J ^/ U ,；) r ， z ) dx 存在，且有 

= | f(x(t) 9 y(t) .zit))%' (t)dt. 
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证明 从 A 向 B 任给/ I 忍一个分法4 = 3 f 0 , AfAf n = B , Mi = ( x { , y { , ^) 
(i = 0,1, …，; i ), 则相应地得到 U ,/3] 的一个 分法： 

a = t 0 < t t < …< t n 二 fi ， 

使得 对,=(%(~),7(1)，2(~))(丨=1,2，一，/1). 由于 / IB 自身不相交，故上述 

% 与匕是 -对 应的. 任取 （6,7 i ， 於 i - i 从，存在使 

(6,7*， O = (*(『•)， y ( ri ), 2( !■•))• 

因此 

A 

S/(7‘，（•)&• 

i> i 

=S f(x(Ti) 9 y(Vi) f z(Ti))(x(ti) - 

im I 

由于 ^ 是光滑曲线 ， x G ) 在 [ a ,#] 有连续导数，由拉格朗日中值定理，存在 
r , # € [ b ， 使 

x(ti) - x(ti^i) - X (t- )(ti ~ ti.i) ^ X (t- )Ati . 

因此 o = 2 Ax ( zi ) 9 y ( zi ) 9 z ( zi )) x ' ( t - ) At ( . 

im I 

记又 =max Ms , I , A ; = max I At { I , 因为是光滑曲线，故当 A —0 时有 A '—0. 

I < i « n 1<•< « 

又由于 / U (0, y (0, z (0 W (0 都在 U ,0] 连续，虽然 r ,., rreUqA ] 不 
一定相同，但像我们以前证明过多次的一样，的极限是存在的，且 

n 

x(r i ) 9 y(r i ) 9 z(r i ))x , (r l m )Ali 
= ^ f(x(t) ,y(t)yz(t))x' (t)dt. 

而根据定义， ex 的极限是曲线积分 j s /( L ： y , z)dx , 这就完成了定理 21.3 的 
证明. 

类似地可以证明在定理 21.3 的条件下有 

Jq/ ( 太， y ， z)dy = J f(x(t) 9 y(t) ,z(t))y (t)dt. 

“)dz = J /(x(t) ， y(t) ,z“))z’(t)dt. 

要特别强调的是公式右端定积分的下限总是对应有向曲线段的起点，上限 
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总是对应有向曲线段的终点. 

如果曲线 L 是分段光滑的有向曲线，那么 L 是有限条光滑曲线段连结而 
成且上一段的终点是下一段的起点，这时公式仍然成立.事实上只要逐段地应 
用上述公式再对积分值求和即可. 


例1 求 


AB 


y 2 )dx + 4xydy ,其中 


(1) 是上半圆周: c 2 


+ r = 


( r ^ o ), 

(2) 是直线段 y = 0 ( 0 ^ x ^ a ) 9 
方向如图21 -6 所示. 



图 21-6 


解 （1) 取的参数方程为 


0矣: r 矣 


y = 


+ y 2 )dx + 4xydy 
= J 卜 2 + (- x 2 ) + 4* V ax - 

=[ (3 ax - 4x 2 )6x = . 

Jo o 

我们也可以取 G 的参数方程为 

» n 

i e 9 


a - 2x 1 
V ax ~ x 2 J 


Ax 


2 2 


y = ysin 0 ， 




注意 0 = K 时对应于 4 点， 0 = 0 时对应于 S 点，因此 
1^( x 2 + yr 2 )dx + 4xydy 

= rjKi + f c ° s e ) 2+ (f 8in <1 (- f * d + 

4( f f cos 0) ^-sin d -ycos 

= J ° (号) [-(2 + 2 cos 5 )sin 0 +4(1+ cos d)sin dcos d]dd 
=( y ) |°( - 2 sin 6 + 4 cos 2 0 sin d)dff 
= ( f ) [2 cos 6 - - ycos 3 fl ] 


其中第三个等式用到了正交性 
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In Ocos 沒 d 汐 = 0. 


( 2 ) 因为 r = 0 , d ” o , 故 

^(x 2 + y 2 )dx + 4xydy = Jj 2 

从此例可见尽管两曲线的起点和终点相 
同 V 但由于路径不同，积分值可能不同.进 
一步（1)、 （2) 中的两曲线段构成封闭曲线 L , 
则沿 L 的逆时针方向有 

j 乙 (x 2 + y 2 )dx + ^xydy = - ^ . 

例2 求在力 F = ( y , - x，x + y + z ) 的作 
用下，质点由4到 B 所作的功（图 21-7): 

(1) ^是螺旋线 

L \ : x = a cos t , y = flsin t % z - bt 9 0^ t 

(2) B 是直线段 


= 


： D(-a,0,nb) 


r B(a,0.2nh) 


A(a.0,0) 


图 21- 


L 2 : x = a , y=0 ， z-ty 0^ t ^2nb. 

解 

( 1 ) W ^ \ L F 9 ds 

=!△ ydx - xdy + (x + y + z)dz 

=I [- (asin t) 2 - (acos t) 2 + 

Jo 

(a cos t + asin f + bt) b]dt 
=j (- a 2 + b 2 t)dt = 2n(nb 2 - a 2 ) • 

(2) W = f^F • ds 

=ydx - xdy + (x + y + z)dz 

=(a + t)dt = 2nb(a + nb). 

我们曾经强调，从概念上说两型曲线积分是很不同的，但它们的计算都是 
化为定积分来完成，因此两者之间是有联系的.下面我们以定积分为桥梁，寻 
求两者之间的联系. 
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设光滑曲线段^的弧长为/, Af 是^上的点.取弧长 s = 5 为参数，得 


AB 的本性方程 



0^ 5 ^ /. 


这时 s 增加的方向就是; S 的方向.设/>， （？， 在^上连续，由第二型曲线 
积分的计算公式有 

^ ^P(x ,y 9 z)dx = ^P(x(s) 9 y(s) 9 z(s)) X 1 (s)is 9 

^^Q(x 9 y 9 z)dy = x( 5) , y( 5) , z( 5 ) ) ( s )d 5 , 

^ ^R(x 9 y 9 z)dz = j^/?(*0),y(5) ， z(5))/(5)ds. 

g 知在 M 点曲线的切向 M 为 r = (/(幻，/(0,/(幻），其方向与 s 增加的方 

向一致，也就是^的方向.由于参数是弧长，而弧长 

S = [ V X , 2 (t) + y ，2 (l) + z , 2 (t)dt, 

Jo 


因此 


ds = Vx ， 2 (s) + y ， 2 (s) + z ,2 (5)d5, 

即/ 2 (0 + / 2 (3) + / 2 (3) = 1,这表明 t ■是单位向 M . 用 （ Td ), ( r , r ), ( r , 
幻分别表示 r 与: t , y , 2 轴正向的夹角，就有 

T =( xU ，/( J )， Z # ( S )) 

= ( cos ( T , x ), cos ( T , y ) , cos ( r , z )), 

故 

^^PAx + QAy + RAz 

=J Q [ Px f (s) Qy l (s) + &'( j)]dj ( 1 ) 

=Pcosir 9 x) + ^cos(r,y) + Rcos(r 9 z)]ds. 

注意等式的最左端是第二型曲线积分，最右端是第一型曲线积分，中间则 
是定 积分. 这样我们就给出了两型曲线积分之间的联系.读者可能会发生疑 
问，最左端的第二型曲线积分是与曲线方向有关的，而右端的第一型曲线积分 

是与曲线方向无关的，它们怎么能相等呢？事实上，如果积分由^改为 
最左端积分改变符号，但请注意这时 T 的方向也变成了反向，也就是说 ( cos ( r , 
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幻， C OS(f, ； )0, C OS( T ,Z)) 也改变了符号.因此，虽然第一型积分不变号， 
积函数改变了符号，等式仍然成立. 

如果用矢量形式表示，则上式还可以有更简捷的 形式： 


但被 


. > 

• ds = F m tds , 

AB AB 


其中 T 是与方向一致的单位切向量.记 


用分童表示就是 

(d* ,dy ,dz) = ( 


cos( T, 


Ax 

" Ts 9 


ds = tds , 


c),cas(f ,y),cos(r,z))d5, 

， y> = 艺， cos(r,z) = ^. 


它们就是公式 （1)、（2) 的微分表示，其几何意义是很清楚的. ds 的方向与 r 
的方向一致，而 d *， dy , dz 分别是 ds 按 T 的方向在 x , y , z 轴上的有向投 
影（图 21-8). 



图21 - 


特别地，当^是平面曲线时， cas ( r , z )=0, 则有 

+ Qdy = J^[ Pcos(T,ac) + Qcos( T , y )]d5 . 


例 3 求^^^2,其中乙是/ + r 2 = fl2 

沿逆时针方向. 

解 令 

f = ( P 养 (冷 ，右)=，， 

其中 r = U , yl 是 L 上点的向径，由于圆上每点 
的切线垂直于向径 r , 即 = 因此由两种曲 



线积分的联系得 


图21 -9 
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J V-d,=0. 

j L x 2 + y 2 J t a- 

2 . 流 置与第 二型曲面积分 

先从一个物理问题谈起. 

设空间有一块流体.如果对于空间区域 v 的每一点 U ， y , 2 ) 与每一时刻 
t ， 都对应一个流体的速度向量 v (: t ,； y ， 2 ,0, 那么就称流体在 v 确定了一个 
速度的向 a 场 t ； u ，； r ， z ， r ). 用数学的语言说，一个速度向 m 场就是一个定义 
在空间某区域 V 上的向量值函数，另外.它可能还依赖于参数——时间在 
研究江河海洋的水流运动中，在研究大气的运动中（天气预报、台风预报等）， 
在研究爆炸过程激波的产生与运动中，速度场是常见的一个量.如果速度场不 
依赖于 f ， 即 r 仅是: t , y , 2 的函数，则称速度场是定 常的； 如果速度场不仅 
依赖于％, y , z 还依赖干时间 z , 则称速度场是不定常的.研究工作总是从简 
单到复杂，因此，人们首先研究定常的速度场.一个最简单的物理问题是，设 
在一定常的速度场的定义域内，有一光滑的曲面 S , 我们问，单位时间流过 S 
的流体是多少？如何计算？也就是说，如何计算流体通过 S 的流 ft . 

为解决这个问题，首先遇到的问题是，什么叫做流过（或通过）？直观的理 
解是从曲面的一侧到曲面的另一侧.然则什么叫曲面的侧？曲面永远都有两 
侧吗？ 

先假设 S 不是闭曲面，这时它的边缘由逐段光滑的曲线 L 构成.由于曲 
面 S 是光滑的，因此在 S 的每一点 A / 都有切平面，且切平面的位 K 随切点的 
位置而连续地变动.自然，在 S 的每一点 Af 也有两个相反方向的单位法向燉， 
它们是否分别代表了曲面在 A / 点的两侧？问题在于什么是曲面的侧.由于曲 
面 S 是光滑的，曲面上两点与 A / 2 , 它们上面分别 
有取定方向的两个法向请 A , n 2 . 如果在曲面上沿光 
滑曲线 r 由虼运动到汾 2 ,则法向量心连续地变化. 

当它变到 A / 2 时，若法向1与/1 2 同向，自然便认为& 

与 / i 2 是在曲面的同侧（图21 - 10); 若/ I ,连续运动至 
於 2 时的法向 M 与 n 2 反向，自然便认为…与/1 2 是在曲 
面的 异侧. 因此，在曲面上取定点仏，在峋取定一 
法向 ffi / h , 则由岣沿 S 的光滑曲线而不越过 S 的边缘，连续地走遍 S , 便得 
到了 S 中与心同侧的全体法向量.通常，人们会认为，对与/^反向的 - 
用同样的办法，即由 A /, 出发沿 S 的光滑曲线而不越过曲面的边缘，连续地走 
遍便得到了 S 中与 - / I ,同向的全体法向董.这样，便把曲面的两侧区分 
开来了. 
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现在，问题在于，从出发，&沿 S 的光滑曲线而不越过曲面的边缘 
连续地变化，是否可能回到抝时变成了 - ^?也 
就是说， n , 与 - / I ,可能在曲面的同一侧.换句话 
说，是否存在曲面，它不是双侧的而是单侧的.所 
谓默比乌斯 （ Mobius , A . F . , 1790—1868) 带就是这种 
单侧曲面的曲型例子.将长方形纸条 A 5 CZ ) 先扭转一 
次，然后使与 Z ) 及4与 C 粘合起来（图21 - 11), 

构成一条非闭的环带，便是默比乌斯带了.它的确 
具有上述单侧曲面的性质.假如用一种颜色涂这条 
环带，则可以不越过边缘而涂遍它的全部.对单侧曲面，自然不便说流体“通 
过”它的流 ffi ， 因此，本书以后只讨论双侧曲面，除特别说明外，曲面都是指 
双侧的. 

设 S 是一双侧曲面，根据上面对曲面的侧的描述，如果在 S 上任一点岣 
的法线上选定了一个确定的方向，则曲面上全部点的同侧法线也随之确定，也 
就是选定了曲面的 一侧； 如果原先选定的法线方向改变，则在其它点的法线方 
向也一律改变，这样就确定了曲面的另一侧.故对双侧曲面要确定它的一侧， 
只要在它上面任一点确定一法线方向就行了. 

下面研究实际上怎样确定曲面的侧.设光滑曲面由函数 

z = f ( x t y ) 9 D 

确定，其中 /( ty ) 在 D 有连续的偏导数 

这样，曲面在每一点都有切平面，从而在每一点都有确定的法线.由第十六章 
§3知，曲面 S 的单位法向量为 

(cos a , cos cos y ) 

- p _ zs _!_\ 

± V、 + p 2 + q 2 ± V \ + p 2 •¥ q 2 士 \/ 1 + /? 2 + 7 2 / 

可见只要取定根式前正负号，三个分量都是; c , : r 的连续函数，也就是说法线 
的方向是随点的位置而连续变 动的. 因此，根式前正负号的选择，便表示确定 
了曲面的一侧.例如，若选取正号，则 cos y >0, 它表示法向与 Z 轴正向交角 
为锐角，这就是通常所说的曲面的 上侧. 若选取负号，则所确定的一侧是曲面 
的下侧.这时法线与 Z 轴正向的交角是钝角. 

设光滑曲面由参数方程 

x = x(u 9 v ) 9 y = y(u , v ) , z = z(u , v ) , ( u 9 v )^: A 




给出.记 
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A = 


^( y , z ) 


B = 


5( 


C = 


3(x 9 y) 


Hu.vY 一 au ，!；)，— di 
由曲面光滑知 fi 2 + C 2 #0, 这时曲面 s 上的单位法向量为 

一 ( _ A _ B _ C _ \ 

n = \ ± y A 2 + B 2 + C 2 ，士 V A 2 ^- B 2 +C 2 ，土 y A 2 + B 2 + C 2 )' 

只要取定根式前的正负号，则三个分量都是 u , 1；的连续函数，也就是说法线 
的方向随点的位置而连续移动.这样，如果选正号，则表示选定了曲面的一 
侧，如果选负号，则表示选定了曲面的另一侧.至于正号对应于曲面的哪一 
侧，只要选一点计算出/ I ，再在图形上把/!表示出来，便知道正号对应的是哪 
一侧. 


对于封闭曲面，通常把两侧分为内侧和外侧，即法向量指向曲面所围立体 
的内部的一侧为内侧，而另一侧为外侧.例如球面/ + 炉的内侧， 

对上半球面 （ z >0) 是下侧，而对下半球面（2<0)是上侧.容易看出，无论是内 
侧或外侧，单位法向 ft 是随着点在球面上移动而连续变化的. 

现在我们可以计算流体的速度场为 P (： t , y , z ) 时的流量问题了.设 S 是双 
侧曲面，取定一侧为正侧，这时对应的单位法向 ft n = (cos a,cos cos y ) 的 
每一个分景都是曲面上点 （ x ,; r , z ) 的连续函数.设 

v ( x 9 y 9 z ) = ( P ( x 9 y f z ) t Q (. x t y t z ) 9 R ( x 9 y , z)) t 
其中/>, 0，/?在 S 上连续.我们要求流体在单位时间内从 S 的负侧流向正侧 
的流*. 


任给 S — 个分法 = …， n ), 其面积仍记为 AS ,. 任取 

€ AS ,, 在这点的流速向世为 t ; (色，％, G ), 在这点的单位法向量为 / i (&, 7i , 
?,). 当 △ SiW 直径很小时，可以把 4 S , 肴成切平面上的一小块面积为的小 
区域，而在这小块区域内每点的流速是不变的，可取为 t ； (&, 7 ,,匕）.这样， 
单位时间流过的流体应该填满以 AS , 为底，以 | t ； (6,7,, Ol 为斜长的一 
个柱体（见图21 -12). 已知 AS , 的法向最为%,匕），则不难看出，这个 
斜柱体的体积为 

*;(&，“) 撕 •/!(&，“）， 

也就是单位时间流过△乂的流童.值得注意的是，这个童可正可负.如果是正 
的，这时 V 和 n 的交角是锐角，它表示流体由负侧流到正侧.如果是负的，这 
时 r 与 n 的交角是钝角，它表示流体由正侧流到负侧.但无论如何它的大小是 
单位时间流过的 流量. 因此单位时间流过整个 S 的流量近似等于 

颺 

^ = 2 v (hi) • «(fi ， 

ft - 1 

当久 =max 时（其中 （ iMS ,) 表示 AS , 的直径），上述和式的极限 

I < >< n 
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图21 - 12 

便应该等于单位时间流过 S 的流童. 

下面我们把和式 a 用分 I ：表示出来.记 

W f i * Vi » Ci ^ = ( COS ff i» cos A，COS /,), 

则 

= p ( f . * Vi * C«)cos a^Si + QUr / i ，?,)cos /?^ S f - + 
/?(6i ， 7i»C*)cos (3) 

我们来看最后 一项. 注意，这里的 cos 7,是/1与 z 轴正向交角的余弦，因此可 
以把 y ，看成平面投影的面积，当 cosy , >0时，这面积取正 
号，当《>8乃<0时，这面积取负号.我们称它为 4 S , 在 @ 平面的有向投影, 
而把这个和 


Y] 7. * C.) coft yA^i 

iml 

的极限称为以1,7, 2 )在 S 正侧的对 x , y 的第二型曲面积分. 

一般地，我们给出下面的定义. 

定义 21.4 设函数 /( by , z ) 定义在光滑的双侧曲面 S 上. 给定 S 的一 
侧，这等于指定了 5上每一 点 的单位法向置 n ( x ， y ， z ) = ( cos a ， cos /3 ， cos y ). 
任给 S —个分法 AS ,, i = l ,2，〜， n , 其中 AS , 既表示小块曲面，也表示曲面 
的 面积. 在紙中任取记△认为似在平面的有向投影，即 
ADi = ^5 , cos y i 9 其中 cos / i 是 cos y 在 （ f , ，％，匕）点 的值. 作和 

_ 

2/(色，7«，匕)綠 

is I 

若当 A = 0 时，上述和式的极限存在，则称这极限为/在曲面 

指定侧对的第二型曲面积分，记为 

| f(x 9 y 9 z)dxdy. 


总起来，就是 
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yjr yz)dxdy = liro t /( ft ， "■ ， C M A • 

把投影到平面和 k 平面，便可得到两个类似的第二型曲面积分 

\ f{x ,y 9 z)dydz 或 JJ /( x , y , z ) dzd %. 

根据上述定义，我们知道，流量等于^个第二型曲面积分之和 
JJ P(x 9 y 9 z)djrdz + Q ( x t y , z)dzdx + R ( x , y 9 z ) dxdy . 

这三个 k 分联在一起的情形是经常会碰到的.值得指出的是，在这个积分 
号中没有标明在 S 的哪一侧积分.因此，每次出现这种积分时，都要附带说 
明积分是对曲面的哪一侧进行的.现在我们看到了，所谓曲面的方向，在第二 
型曲面积分中，实际上指的是双侧曲面的侧. 

从定义中易见，对同一曲面，不同侧的积分仅相差一个负号，即 

J Pdydz + Qdzdx + Rdxdy = - JJ Pdydz + Qdzdx + Rdxdy . 

s 正侧 

若 s 是母线平行于 Z 轴的柱面，则 s 在 aty 面上的投影为0,因此恒有 

^f(x,y y z)Ax6y = 0 . 

5 

两种曲面积分的根本区别在于第一型曲面积分，曲面是无向的，而第二型 
曲面积分，曲面是有向的，是对指定的一侧进行的.然而两者也是有联系的. 
事实上，按定义21.4,在等式 (3) 中，当 A —0, 和式的极限应该是 

JJ P (, x 9 y 9 z)dydz + Q ( x 9 y , z)Azdx + R ( x 9 y 9 z)dxdy 9 

而按照定义 S 21.2, 和式的极限也等于 

JJ ( P ( x 9 y 9 z)cos a + Q(x 9 y 9 z)cos /? + R(x f y 9 z ) co & y ) dS . 

因此 S 

jj Pdydz + Qdzdx + Rdxdy = JJ ( Pcos a + Qcos /3 + Rcos y )dS. 

s s 

这就是两型曲面积分的联系，左边是第二型曲曲积分，右边是第一型曲面积 
分，其中 （cos cos /?,cos y ) 是 S 在点 G ，： y , z ) 对应于左边积分 S 那一侧的单 
位法 向量. 同曲线积分类似，当积分换成在 S 的另一侧进行时，等式左边多 
一个 负号. 等式右边因是第一型曲面积分，应与曲面的侧无关，但这时法线换 
了一个方向，即每一点单位法向 M(cos a ，cos Acos y ) 都变了符号，因此积分 
后仍然相等. 

上式把第二型曲面积分化成了第一型曲面积分，而第一型曲面积分我们已 
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经会计算了.因此，原则上已解决了第二型曲面积分的计算问题.但这样计算 
有时很繁.下面的定理表明，可以直接把第二型曲面积分化为二重积分进行 
计算. 

定理 21.4 设/ ? U ,； r ， z ) 在光滑曲面 

S : z = z ( x 9 y ) , ( x , y )€ D 

上连续，则 

J R(x , z)dxdy = ± jj 尺 （ x , y ， z( x ， y ) )dxdy , 

其中 s 为上侧 i 取正号， S 为下侧时 g 负号. 

证明沿用定义 21.4 中的记号 

(I R(x 9 y f x)dxdjr =s lim V] /?($,-, 7. * 
j 3 ^° i.i 

=lim( ± 2 /?(?, • 7, , 2 (^ , 7，)) I ^Di I) , 

其中 S 为上侧时取正号 / S 为下侧时取负号.这时极限号下是二元函数的黎 
曼和，记的直径|，则有 A — 0当且仅当 0. 又由 

U , y )) 在 /) 连续，从而可积，于是由二重积分的定义即得 

JJ R ( x 9 y 9 z)dxdy 

S 

n 

= Jim ± I 

=± JJ R ( x 9 y 9 z ( x 9 y )) dxdy . 

D 

定理 21.4 证完. 

类似地可以证明，在相应条件下有 

JJ P ( x , y f z)dydz = ± jj P ( x ( y t z ) 9 y 9 z)dydz y 

S E 

其中 S 是前侧时取正号， S 是后侧时取负号，£:是 S 在0^平面的 投影； 

JJ Q(x ,y 9 z)dzdx = ± jj Q ( x , y ( x f z ) 9 z )6 zdx 9 

s c 

其中 S 是右侧时取正号， S 是左侧时取负号， C 是 S 在平面的投影. 

定理 21. 4 中的公式对分片光滑曲面 S 仍成立，因为这时沿曲面 S 的积分 
等于有限块光滑曲面的积分之和. 

例4 计算 / = JJ xdydz + ydzdx + zdxdy , 其中 S 是顶点为（1，0,0)， 
(0,1,0), (0,0，1)的三角形的下侧. 
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解法1 曲面 S 的方程为 x+y 
表达式的对称性及 S 的对称性，有 


它在V面上的投影为/>，由积分 



所以 


=- 3 W : *(i …咖 =-+• 

解法 2 利用两种曲面积分的 关系. 因为曲面为 * + y+ z= l 的下侧 

n = -*| l ， l ， l | ， 

/ = JJ xdydz + ydzdx + zdxdy 

s 

= -大 J u + ” z)ds =-M ds 




2 * 


例 5 计算 / = JJ* x 2 dydz -f y 2 dzdx + z 2 dxdyr , 其中 S 是半球面; c 2 + y 2 + z 2 
= l(z 多 0) 的 上侧. 

解对于 JJ ^ dydz , 将 S 分为 S, 和5 2 两 部分： 

S 

S\ ： x 2 x 2 + z 2 = I (2 彡 0,* 彡 0) 前侧， 
s 2: x 2 + / + Z 2 = 1 ( 之多 0 ， 1 ：彡 0) 后侧， 

Si ， &在 Oyz 面上的无向投影都是 z>, 故 

J x 2 dydz = JJ x 2 dydz + Jj" x 2 dydz 
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=(!-/- 


-JJ(1 - y 2 - z 2 )dydz = 0. 


由对称性立即可知 ， /dzdx =0,而 


JJ z 2 dxdy 


( 1 - - y 2 )dxdy 


= j 2 dflj (1 - r 2 )rdr = y. 


所以 /= y . 

利用两种曲面积分之间的关系，我们立即可 
以导出 S 由参数形式给出时的计算公式.设光滑 
曲面 S 的参数方程为 

x = x(a,v), y- y(u,v), z-z(u 9 v] 

则沿用前面的记号有 



a , cos /3, cos y )= 


B 2 + C 2 


图 21- 

)ez > ， 




因此 


JJ R(x t y 9 z)dxdy 

s 

=JJ R(x 9 y f z)cos ydS 

5 

- ± JJ/?(x(u,t;),y(a,i;),z(a,i;)) I C | dudr 

D 

= ± JJ R(x(u,v) ,y(u 9 v) 9 z{u 9 v))^ d ^~ u ~ v ^ I dwdi;, 

符号的选择为 S 的上侧取正号，下侧取负号. 

同理有 

jj P(x 9 y 9 z)dydz 

s 

=± JJ/ > (x(u ， v) ， y(u ， v) ， z(u ， v)) dudv 

符号的选择为 S 的前侧取正号，后侧取负号. 

jj Q{x,y jz)^zdx 
s 

= ± jj Q(x(u,v) ^yiuyv) yz(uyv)) I dudv 
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符号的选择为 S 的右侧取正号，左侧取负号. 

例6 求 / = JJ x 3 dydz + y 3 dzdx + z 3 dxdy 9 S 是椭球面^ + ^ = 1 的 


外侧. 


解 S 的参数方程为 


x = a cos dsin <p , 
y - 6 sin dsin <p ， 


0 矣 


: =CCOS (p , 

3(x , y) a cos ❼ cos tp — a sin ^sin (p 

3(<p ，❻、 6 sin 0 cos cp 6 cos dsin <p 

对于|]\ 3 心打，将 S 分为上半椭球面5,的上侧和下半椭球面 S 2 的下侧，则 


= at sin (pcos ( p . 


AxAy = JJ z 3 dxdy + JJ z^dxdy 
s . s 2 
£ U _. y ) 
n<p 


= W: (cc ” )3 |^i — - W; (c — 3 


dcp 


= 27ra6c 3 2 sin ^ cos 4 95 d ^ + 2 tt a6c 3 1 cos 4 ^?sin < pd<p 
」 o JI 

= 4nabc 3 "sin < pcos A < pd<p = 4 丌 a6c 3 4~c 
Jo 5 

由对称性知 


9 


4 


7ra6c 3 . 


J * 3 dydz = 


4 

5 


4 


be ， 


y 3 dzdx = ~7ra6 


从而 


/ = yKafec( a 2 + 6 2 + c 2 ). 

和第二型曲线积分类似，引人向量 

F ( x 9 y , z ) = (, P (, x 9 y 9 z ) 9 Q ( x 9 y , z ) 9 R ( x 9 y 
dS = n • dS = I cos a ,cos ^ 3 ,cos yldS 
= Idydz , dzdx . dxd / l , 


)) 


则 


Pdydz + ^dzda: + Rdxdy 
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(Pcos a + ^cos P + 尺 cos y)d5 


F • dS. 


和曲线情形不同的是，这里 dS 的方向为法线方向，与积分曲面 S 的侧相同 


, c(2 ， l), 


1. 计算下列第二型曲线 积分： 

(1) J (2 a - y)dx + dy ,其中 i 为摆线 x = aO-sin 0， y = a ( 1 - cos t ) 
(0 矣沿 t 增加的 方向； 

(2) f -十 + 广 • 其中 L 为圆周 x 2 + y 2 ：= a 2 依逆时针 方向； 

J t x 2 + y 2 

(3) \ xdx ^ ydy ^ zdz 9 其中1为从（1,1,1)到(2,3,4)的直线段； 

(4) ( x 2 -2 xy)dx ■¥ ( y 2 -2 xy)dy , L 为 y = 从 （1 ， 1) 到 （-1,1); 

(5) - xdy ( x 2 + y 2 )dz , L 为曲线 x = e*，y = e ~ c , z = a /从 （1， 

1，0) 到 ( e ， e - 1 , a ); 

(6) + L 为以 /1(1,0), 忍 （2,0)， C (2， l )， 

0(1,1) 为顶点的正方形沿逆时针方向. 

2. 计算曲线积分 

|^( y 2 - z 2 ) Ax -f ( z 2 - x 2 )dy + (* 2 - y 2 ) dz . 

(1) L 为球面三角形 + / + z 2 = l , x ^0 f y 彡0, z 多0的边界线，从球 
的外侧看去， L 的方向为逆时针 方向； 

(2) L 是球面 x 2 + j 2 -f z 2 = a 2 和柱面+ y 2 = ax ( a > 0) 的交线位于0町 
平面上方的部分，从 x 轴上 （6,0,0)(6> a ) 点看去， L 是顺时针方向. 

3. 求闭曲线 L 上的第二型曲线积分 

I 觉， 

(1) L 为圆 / + 逆时针 方向； 

(2) L 为椭圆^ + ^ = 顺时针 方向； 

a 2 b 2 

(3) L 为以 (0,0) 为中心，边长为 a , 对边平行于坐标轴的正方形，顺时 
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针 方向； 

(4) L 是以（-1,-1)， (1,-1), (0,1) 为顶点的三角形，顺时针 方向. 

4. 求力场 f 对运动的单位质点所作的功，此质点沿曲线 L 从4点运动到 
B 点: 

- (1) F = ( x -2 xy 2 , y -2 x 2 y ) 9 L 为平面曲线 y =* 2 , /1(0,0), fl ( l ， l ); 

(2) F = (% + y , xy ) , L 为平面曲线 y = 1 - | 1 - 戈 | , A (0 t 0) , B (2,0); 

(3) F ^ (x - y t y - z t z - x ) , L 的矢董形式为 r ( t ) = fi + f 2 /’+ ， 4(0, 

0,0), B ( l , l , l ); 

(4) F == ( y 2 9 z 2 9 x 2 ) t L 的参数式为 x = acos f ， y = /?sin t , z = yt (a t ^ t y 
为正数）， i 4( a ，0,0), fi ( a ,0,2 icy ). 

5 . 设/ >, <?, 尺在 L 上连续， L 为光滑弧段，弧长为/,证明 

jj^Pdx + Qdy + /?dz ^ Ml . 

其中 max |^ P 2 + ^ 2 + « 2 |. 

<s,y,f)€ L 

6 . 设光滑闭曲线 L 在光滑曲面 S 上， S 的方程 Sz =/( x ，; y ), 曲线乙在 
平面上的投影曲线为/,函数 PU ,； r , z ) 在 △ 上连续， 证明： 

^ P ( x 9 y 9 z)dx = j > P ( x 9 y , f ( x 9 y )) dx . 

7. 计算/ = J xyzdz , 其中 Z /: x 2 + y 2 + z 2 = l 与 y = z 相交的圆，其方向 

按曲线依次经过1, 2, 7, 8卦限. 

8. 计算下列第二型曲面 积分： 

(0 - z ^y^ z + X 2 dzdx + (y 2 + xz)dxdy , 其中 S 为: 《 = y = z = 0, 

s 

x ^ y ^ z ^ a 六个平面所围的正立方体边界的 外侧； 

⑵ JJG + y)dydz + (y + z)dzdx + (z + x ) dxdy , 其中 S 是以原点为中 
心，边长为 2 的正立方体表面的 外侧； 

(3) IT yzdzdx 9 S 为〜〜=1的上半部分的 上侧； 

f a b L c 

(4) [T zdxdy + xdydz + ydzdx , S 为柱面 * 2 + / = l 被平面 z = 0 及 z = 3 


所截部分的 外侧； 

(5) J xydydz + yzdzdx + xzdxdy 9 S 是由平面 x = y = z = 0 和戈 + y 
1 所围的 ^ 面体表面的 外侧； 




§2 第二型曲线积分与曲面积分 


(6) JJ x 3 dydz + y^dzdx + z 3 dxdy 9 S 为球面 x 2 + y 2 + z 2 = a 2 
s 

(7) JJ x 2 dydz + y 2 dzdx + z 2 dxdy 9 S 是球面 (x ~a) 2 + (y - b) 2 

5 

« 2 的外侧 . 

9 . 设某流体的流速为 f ； =(A,y,0) ， 求单位时间内从球面 /• 
的内部流过球面的流量 . 

10. 设流体的流速为 I ； =(xy 5 ,0,z 5 ?), 求穿过柱面 * 2 + y 2 = a 
/i) 外侧的流童 . 


的 外侧； 

+ (z - c) 2 = 

f 7 2 + z 2 = 4 
2 ( - 




第二十二章各种积分间的联系与场论初步 


本章给出联系二重积分与曲线积分、三重积分与曲面积分、空间曲面积分 
与曲线积分的重要公式，分别称为格林 （ G . Green ，1793 — 1841) 公式，髙斯公式 
以及斯托克斯 （ G . Stokes , 1819—1903) 公式.它们可以看作牛顿-莱布尼茨公式 
的高维推广.场论是多元函数微积分学最重要应用的部分.本章还将给出上述 
三个公式在场论中的解释.本章的内容是为学习数学物理与近代分析准备必要 
的基础. 


§ 1各种积分间的联系 


1. 格林公式 

在讲这个公式以前，先介绍平面单连通区域的槪念. 

—个平面区域0，如果全落在此区域内的任何一条封闭曲线都可以不经 
过 Z ) 以外的点而连续地收缩为厲于 D 的一点，则称 D 为平面单连通区域.否 
则 称为® 连通区域.例如上半平面是平面单连通区域，/ + /矣1也是 
平面单连通区域，而 x 2 + y 2 彡1和 + 都是复连通 区域. 可见，单 

连通区域就是不含有“洞”甚至“点洞”的区域（图 22-1), 而复连通区域就 
是含有“洞”的区域（图 22-2). 



图22 - 1 图22 - 2 

定理 22.1( 格林公式）设 Z ) 是由逐段光滑闭曲线 L 围成的平面单连通闭 
区域，函数 P ( x ，; r ), Q ( x ， y ) 在 Z ) 上有一阶连续偏导数，则有 

I (努 -|^咖 = ⑴ 

其中右端的积分路径是闭曲线方向取正向. 

回忆闭曲线正向的含义是，当一人沿曲线 L 正向行走时，曲线 L 所包围 
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的区域 D 恒在人的左边. 

证明 （1) 先考虑区域是最简单的情形.设 
Z ) 既可表为 

D = \ (x 9 y)\yi(x)^y^y 2 (x),a^x^b \ 9 
又可表为 

即从上下来看，/>由 y = y 2 (太）与 y = yi ( y)(a 彡 
%系6) 围成，而从左右来看， Z ) 是由 ； r = x 2 ( y ) 和 ; t 
= 太1 矣 《 f ) 围成(见图 22-3). 这时用牛顿 

-莱布尼茨公式和第二型曲线积分与定积分的关 
系，有 


= y 2 ( x ) 


, x = x \( y ) 





图 22-3 


l ^- w ；：；；；^ 

= I [ Q(x 2 (y) 9 y) - Q(x x (y) t y)]dy 

= I Q {x,y)Ay + J Q (x 9 y)dy 
L i • S 

=£<? (x 9 y)dy. 

其中{与 j 分别表示沿右边的曲线 x = x 2 ( y ) 与左边的曲线 % = x , ( y ) 按 L 的 
L 2 

方向的第二型曲线积分.同理 




£ [ P ( x 9 y 2 ( x ))- P ( 

- (x 9 yr)dx. 


y\(x))]dx 


因此 




dxdy 


= (x 9 y)dx + Q (x 9 y)dy. 

(2) 如果区域如图 22-4, 则公式 （1) 仍然 
成立.事实上，这时 （1) 的证明对 



J 艺崎 


图22 - 
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完全适用.对另一项的证明需稍作修改. 


S «::：； ^ dy 


= | [P(x 9 y 2 (x)) - P(x 9 y l (x))]dx 
= -[J P(x,y)dx^ J P(x 9 y)dx]. 

AB CE 

注意到&与 G 是两条平行于 y 轴的直线，根据第二型曲线积分的定义，必 
然有 • 

P {x 9 y)Ax = | P (x t y)dx =0. 

把它们加到上面等式的右边，便得 

| ^ dxd y 

= -( J P (x 9 y)dx -f J P (x 9 y)Ax + | P (x,y)Ax + J ^ {x 9 y)dx^ 

八八 / 

AB BC CE EA 

= - (x 9 y)dx 9 

这样便证明了公式 （1) 成立. 

同理，对如图 22-5 的区域公式也是成立的. 

(3) 如果区域可用若千条光滑曲线分成有限个 （1) 或 （2) 中讨论过的区域， 
则公式仍然 成立. 事实上，例如图 22-6, 用直线段把 Z ) 分成三个 (2) 讨论 
过的区域仏、/) 2 和/) 3 .利用 (2) 中已证的结果，有 



P 2 


图 22-5 


B 22-6 


f ( 努 - 装卜 ” 訊 .dlf) ㈣ 


=訊 


Pdx+ Qdy 






Pdx + Qdy 9 


最后一个等式成立是因为沿直线的两个不同方向各积分了一次，因此相应 
项积分的和为零.定理 22.1 证完. 

其实，对复连通区域，公式也是成立的，如图 G 

22-7,我们用两条直线段与 C £ 把复连通区域 Z ) 分成 
两个前面讨论过的区域 D ,、 Z > 2 , 分别对/>,、込用公式 ， f Y 

便得到 \ L cI ^ Ae 


°, °2 

=(J + J ) Pdx^Qdy 


图 22- 


= 丰 Pdx + Qdy f 

其中 L 分别表示在两条闭曲线上的 积分： 一条沿外面的曲线按逆时针方向， 
一条沿内部的曲线按顺时针方向，加起来正是沿 Z ) 的全部边界 L 作线积分， 
方向取 正向： 当人沿 L 走时，区域 D 永远在人的 左边. 而在推导过程中，沿 

AB , &的积 分也是按不同方向各积分了一次，因此其和抵消而在最终结果中 
不出现. 

对多于一个“洞”的复连通区域可类似处理. 

为了便于记忆，格林公式可以写成如下的 形式： 

d_ d_ 

J 3 y dxdy= Qdy. 

牛顿-莱布尼茨公式的一种解释是，它建立了函数在一个区间的定积分与其原 
函数在区间边界（两个点）的值之间的联系.格林公式给出了二元函数在平面区 
域的重积分与其“原函数”在区域边界的第二型曲线积分间的联系.从这个意 
义上说，格林公式可以看作牛顿-莱布尼茨公式的二维推广. 

可以应用格林公式计算某些曲线积分. 

例1求 


- my)d 


一 m ) dy , 


其中3为由>1 U ，0) 至0 (0,0)，经上半圆周； c 2 


的道路（图 22-8). 
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解^5不是封闭曲线，如果加卜直线段&则^ 
构成封闭曲线 L . 注意到沿函数为 
0, 且&在 y 轴上的投影为一点，因此 


^ (e'sin y - my)A 


OA 


- m)dy = 0. 


O 



故添上 G 后用格林公式得 


图 22-8 


*sin y - my)Ax -f (e x cos y - m)dy 




(e*sin y - my)Ax + (e*cos y - m)dy 
(e*cos y - e x cos y + m)dxdy 


8 


na 2 . 


=m JJdA：dy = m )= 

d 

例 2 计算/ =： 其中 L 为 x 2 + y 2 = d 2 的正向 

解在 L 上有: r 2 + /= a 2 , 故有 

/ = ~^2 ^ xAy — y6x . 


取 

由格林公式得 


P (x 9 y) - - y, Q (x 9 y) = x. 


=^2 (I 2dxdy = ~^7ca 2 = 2n. 
a m a 


请读者思考，可否对 >0 = 1+, 9 = 直接用格林公 

x l + y 1 / + 〆 

式.为什么？ 

在例2中我们还看到平面区域的面积可以用第二型曲线积分表示为 

I Z)| = JJd^dy = y ^xiy - ydx. 

这是我们在本教程上册第八章§2推导过、在第二十章§3重积分变量代 
换中应用过的公式. 

例3 求星形线: r = acos 3 r ，： y = 6 sin 3 以0矣 t $27 r ) 所围区域的面积. 

解 

I 公丨 = 士 § L x ^y ~ y dx 
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f 36 sin " 


3 C 2 x r y 

^ -rab \ sin 2 tcos 2 tdt = 6 ab | ( sin 2 f - sin 4 f )d 


龙 ] df 


2 . 高斯公式 


定理 22.2 ( 高斯公式）设空间区域 K 由分片光滑的双侧封闭曲面 S 围成, 
函数 /> U ,; y ， z ), Q ( x t y t z ) 9 /? U , y , z ) 在 V 及 S 上有一阶连续偏导数，则有 


Klf + ^ + ^^dxdydz = ^ Pdydz + QAzAx + Rdxdy 9 


dy 

其中 S 的方向为外侧. 


证明仿照格林公式的证明，先对简单的区域证明高斯公式.考虑 


| ^^dxdydz = ^ Rdxdy 9 

其中 K 如图 22-9, 它的边界由下、上\中三部分 
5 i x S 2 > S3 构成. 上部为 S2 ， 由方程 z = z 2 ( x , y ) 
给出，下部为 S lf 由方程 z = q ( x , y ) 给出，中间 
由母线平行于 z 轴的柱面5 3 构成. 与 S 2 在 Ox y 
平面上有公共投影 K 可表为 
V= Ux f yr 9 z)\ Zi(x 9 y)^z^2 2 (x,y) 9 (x 9 y)G Dl . 
V 的边界曲面 S 的外侧可表为 

S { ： 2 = z x (x,y) 9 (x 9 y)^: Dy 下侧， 

S 2 ：z = z 2 (x,y) , (x,y)6 D 9 上侧， 

S 3: 以 D 的边界为准线央 在^与 心之间的 



柱面外侧. 


由三重积分的计算方法及第二型曲面积分的计算方法得 

= JJ l^( x *y*22(x t yr)) - R(x 9 y 9 z { (x 9 y))]dxdy 

=JJ R (x 9 jr f z)dxdy + JJ R (x 9 y f z)dxdy 

S 2 S l 

=(J[ + JJ +JJ) ^ (x t y,z)dxdy 
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=§ 尺 （ * ， y ， z)dxdy. 

上面第四个等式成立是因^心在面上的投影面积为零，所以 

JJ R (x 9 y 9 z)dxdy = 0. 
s j 

同理可证 JJ ^^dxdydz = ^ Pdydz , 

V 5 

JJ -^-dxdydz = ^ Qdzdx . 

对于一般的区域 V , 可以通过添加有限块光滑曲面，把它分为有限个上面 
已证明过的简单子区域的并.例如对图 22- 10和图 22- 11中的区域，高斯公 
式仍 成立. 完全类似于格林公式的推导，对每个子区域分别用高斯公式然后相 
加，注意到在添加的曲面上，恰好对不同的两侧各积分了一次，因而互相抵 
消，从而在曲面积分中不出现这些添加的曲面.定理 22.2 证完. 




图22 -10 图 22- 11 

利用两种曲面积分之间的关系，不难得到高斯公式的另一种形式 

U (l? + lf + li) dxd > ，dz= § (/>cosa + Qcos /S + Rcos y)dS. 

其中 /I = (cos a,cos cos y) 是 S 指向 K 的外部的单位法向量. 

高斯公式给出了函数在三维区域上的重积分与其“原函数”在区域边界上 
的第二型曲面积分间的联系，在这个意义上说，高斯公式是牛顿-莱布尼茨公 
式的三维推广. 

例 4 计算 

/= II „2 ^2 . 2( x y dydz + y 3 dzdx + z 3 dxdy) , 

其中 S 是^+/ +2 2 =( 1 2 的外侧. 




解因为在5上有* 2 + / + 2 2 = < 1 2 ，故 


= JJx 3 dydz + y^dzdx + z 3 AxAy. 


由高斯公式 


=^ JU (x 2 + y 2 + z 2 )dxdydz 

V 

= ir m jx a — 


賴者思考，可否对 p = 治 
接用高斯公式.另一个问题是为什么 


，<?= 


，尺= 


#77 直 


y 2 + z 2 )AxAyiz ^ a 2 AxAyAz 


3. 斯托克斯公式 

定理 22.3( 斯托克斯公式）若光滑曲面 S 的边界为光滑曲线函数 P 、 
(>、/?在曲面 S 及曲线 L 上具有连续的一阶偏导数，则 

|( If ■ ^?) dydz + (It - If) dzdx + (ii - If) d * dr 

=^ Pdx + Qdy + Rdz , 

其中 S 的侧与 L 的方向按右手法则确定，即若四个手指的方向为 L 的方向， 
则大拇指所指的方向就是曲面 S 的方向，如图 22-13. 



证明先证 


图 22- 12 


图 22- 13 
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J 




dxdy = ^ 


Pdx . 


设曲面 s 的方程为 2 =/(^>0,它在0^面上的投影为 ag ， 与过^,的点且平 
行于2轴的直线只交于一点. L 是 S 的边界，它在 Oxy 面上的投影为 /. 取 S 
的上侧为正侧，则单位法向量为 


沒 ， cos y) = 


V(f ； ) 2 + (f ^) 2 




因此 


d z _ cos a B z cos p 
~ cos / * 3y" cos y. 

因为 L 在曲面 z =/( x ,; k ) 上，所以由格林公式，有 
P (x t y,z)dx = (x r y,z(x,y))dx 

= I (l7 cos ^-l7 cosy )^ 

= I ( It 008 p - § 7 cos r ) dS 

= I ^ dzdx ~^ dxd y - 

同理可证 

f^ dy= I i7 dxdj,_ i7 dyd2 * 

j L RAi = 1 

把三个式子加起来，便得斯托克斯公式.定理 22.3 证完. 

斯托克斯公式建立了函数在空间曲面 S 上的第二型曲面积分与其“原函 
数”在 S 的边界曲线 L 上的第二型曲线积分之间的联系，因此也是牛顿-莱 
布尼茨公式的一种高维的推广.利用两种曲面积分之间的关系，常把它写成如 
下便于记忆的 形式： 


Pdx + Qdy + Rdz 



dydz dzdx dxdy 


I P Q R I 

不难看出，格林公式是斯托克斯公式的特殊情形.当 L 是 Oxy 平面上的 
闭曲线时， dz =0. 取 S %Oxy 面上由 L 围成的区域，则 S 在和 Ozx 平面 
上的投影为零，因此对 dydz , 心 dx 的积分为0,这时斯托克斯公式化为格林 
公式 

_a_ d_ 

^Pdx + Qdy = ^ d y dxdy. = JJ* 

例 5 求 Q 


卜. 


(y - z)dx 


- x)dy + (x - y)dz , 


其中 L 是柱面 


d 与平面 f 十 1 的 


交线 U ,/ i > o ), 从 x 轴正向看去沿逆时针方向 
(图 22-14). 

解法1取平面 f + 士 =丨上由交线围成的 

平面块为 S , 并注意 S 在％ 面上的投影为零， 
即 dzdz =0, 由斯托克斯公式得 

I dydz dzdx dxdy I 



图 22- 


l «7 一‘ ^ / I 

=_ 2JJ dydz + dxdy = - 2 jJ dydz - 2JJ dxdy 

5 D D 

y* m t 

=- 2(^a/i + Tui 2 ) = - 27ta( /i + a). 

最后一个等式是因为是半轴分别为 a 与/ J 的椭圆，其面积为 Tra / l , 而/^是 
圆太 2 + /矣 fl 2 , 其面积为 Tra 2 . 

解法2 取曲面 S 同解法1，则 S 的单位法向量 


n ^ 7 ^ 9 ° 9 7 ^v) = 


乡 ， cos y ) 
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是常向量， S 是半轴分別为 a 和 y a 2 + / i 2 的椭圆 . 因此 


解法3 


则 




= 一 2 a ^ rna V a 2 + h 2 = 一 2na( h + a) • 

VV + /T 

也可以直接用线积分的计算 公式. 曲线 L 的参数方程为 
x = a cos t , y = asin t , z = h(l - cos t) , 0^t^2n 9 




-ah + a/isin t + ah cos t)dt 


= - 2iza( a + h ). 

到此为止，我们对各种积分的概念及其相互间的关系已经有了较完整的认 
识. 二重积分、三重积分、两种类型的曲线积分和两种类型的曲面积分，它们 
来自不同的物理背景，抽象出不同的数学定义，但却有着奇妙的联系.格林公 
式、高斯公式和斯托克斯公式描述了这些联系，反映岀的共同点是它们都给岀 
空间某形体的积分与其边界上的积分的 关系. 它们都是牛顿-莱布尼茨公式的 
推广. 


习 题 

1. 应用格林公式计算下列 积分： 

(1) jxy 2 dy - x 2 ydx 9 其中 L 为椭圆 g + ^ = 1 ,取 正向； 

(2) 丰乙（太 + y)dx + (% - y)dy , L 同 （1); 

(3) ^(x + y) 2 dx - ( x 2 + y 2 ) dy , L 是顶点为 4(1 ，1) ， 5(3,2), C ( 2 , 5 ) 
的三角形的边界，取 正向； 

(4) () ( x 2 + y 3 )dx - U 3 - /) dy，L 为 戈 2 + y 2 = 1, 取 正向； 

L 
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(5) ^e y sin xdx + e" x sin jdy, L 为矩形 a 彡： 《矣 6， c 彡 y 彡 的边界， 
取 正向； 

(6) ^[(ysin + cos(x + y))dx + (太 sin + cos(a: + y))dy] ,其中 L 是 

任意逐段光滑闭曲线. 


2. 利用格林公式计算下列曲线所围图形的 面积： 

(1) 双纽线 r 2 = a 2 cos 2d; 

(2) 笛卡儿叶形线 ^ 3 + r 3 = 3 axy ( a >0); 

(3) x = a(l + cos 2 Osin t, y = a sin 2 1 cos C 9 0^t^2n. 

3. 利用高斯公式求下列 积分： 


， * 

( 1 ) x 2 dydz + y 2 dzdx + z 2 dxdy ,其中 


( a ) S 为立方体 0 在 x , y 9 z^a 的边界曲面外侧； 

( b ) S 为锥面 x 2 + y 2 = z 2 (0 彡 k / i ), 下侧. 

⑵ JVdydz + y^dzdx + z 3 dxdy, 其中 S 是单位球面的 外侧; 


(3) 设 S 是上半球面 z = 7 a 2 - % 2 - /的上侧,求 

(a) Jxdydz + yr<\z(\x + z(\xdy 9 

s 

(b) JJ'%z 2 dydz + (x 2 y - z 2 )dzdx + (2xy + y 2 z)dxdy ; 

s 

⑷ JJ ( 太 - 〆 + 心 + (r - + x 2 )dzdx + (z - 

S 

a ) 2 + ( y -6) 2 + (2- c ) 2 =« 2 的外侧. 

4. 用斯托克斯公式计算下列 积分： 


y 2 ) d « dy，S 是 


(1) ^> x 2 yr 3 dx + dy + zAz y 其中 

( a ) L 为圆周 x 2 + y 2 = a 2 , 2 = 0 , 方向是逆时针； 

( b ) L 为/ + 2 2 = 1， ％ = y 所交的椭圆，从 x 轴正向看去，按逆时针 
方向； 


⑵ - z ) dx + ( 2 - x ^y + (* - y)dz 9 L 是从 （ a ,0,0) 经 （0, a ，0) 至 

(0,0, a ) 回到 U ,0,0) 的三 角形； 

(3) ^( y 2 + z 2 )dx + (x 2 + z 2 )dy + ( x 2 + y 2 )dz 9 其中 

( a ) L 为 x + y + z = l 与三坐标平面的交线，其方向与所围平面区域上侧 
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构成右手法则， 

( b ) L 是曲线 + = ^ 2 + y 2 = 2 rx (0< r < /?, z >0), 它的方向 

与所围曲面的上侧构成右手 法则； 

(4) ^ ydx + zdy + xdz , L 是 x 2 + y 2 + z 2 = a 2 ，x + y + 2 = 0,从 x 轴 

正向看去圆周是逆时针方向. 

5. 设 L 为平面上封闭曲线， f 为平面上任意方向，证明 

^ cos ( n , l)ds = 0, 

其中 n 是 L 的外法线方向. 

6. 设 S 是封闭曲面，/为任意固定方向，证明 

芬 cos ( n ，/) dS = 0. 

s 

7 •求 /= ^ [% cos (^ i ,%) + ycos ( fi , y )] d 5 , L 为包围有界区域 Z ) 的光滑闭 

曲线，/ I 为 L 的外法向. 

8. 证明高斯积分 

£ cos (^ iO d5=0> 

其中 L 是平面上一单连通区域 a 的边界，而 r 是 L 上一点到 ct 外某一定点的距 
离，/ I 是 L 的外法线 方向. 又若 r 表示 L 上一点到 a 内某一定点的距离，则这 
个积分之值等于 2 tt . 

9. 计算高斯积分 

J ^^ d 5, 

其中 S 为简单封闭光滑曲面，/ I 为曲面 S 上在点 （ f , 7 , C ) 处的外法向 ， r = 
+(7- r)y , r = |r|. 试对下列两种情形进行 讨论： 

(1) 曲面 S 包围的区域不含 点； 

(2) 曲面 S 包围的区域含 U ,； r , z ) 点. 

10. 求证： 


|^^ = |§cos(r,n)d5, 

V r s 

其中 S 是包围 K 的分片光滑封闭曲面，/!为 S 的外法线方向 . r = ( x f y 9 z) f 
r = | r |. 分 F 列两种情形进行 讨论： 

(1) ^中不含原点（0,0,0); 

(2) V 中含原点(0,0,0)时，令 
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I =lim j d.-Mi 


其中 K 是以原点为心，以 e 为半径的球. 

11. 利用高斯公式变换以下 积分： 

(1) JJxydxdj + xzdzdx + yzdydz ; 

s 

⑵ 1*( If 008 ° + l^ cos 卢 + lf cos y ) ds ， 

其中 cos a ， cos 0,cos y 是曲面的外法线方向余弦. 

12. 设〆 x,y), 〃（x,y) 是具有二阶连续偏导数的函数，并设 

d 2 U c ? 2 U 


Au = 


3 x : 


y 


证明： 


(1) JJ^dxdy O; 

o 

⑵ m 崎 = - 択 |^ + |^)_ + 卜 |^; 


⑶ 


(uAv - vAu ) dxdy = - f ( t； 


r n 


) ds . 


其中 a 为闭曲线 / 所围的平面区域 ，g 为沿/外法线的方向导数 
13•设△“ = _ + _ + S 是V的边界曲面， 证明： 


⑴ 


Audxdydz = jj d5; 


⑵ f“l? ds= J [(If) + ( 骛 ) 、 (lf) 2 l d * d y dz + 

JJJ uAudxdydz . 

V 

式中 IX 在 V 及其边界曲面 S 上有连续的二阶偏导数， g 为沿曲面 S 的外法线 
的方向导数. 

14. 计算下列曲面 积分： 


( 1 ) 


(* 2 - y 2 )dydz + ( y 2 - z 2 ) AzAx + 2 z{y - x)dxdy ,其中 《S 是 


z ! 

b 2 


^ = 1 (Z>0) 下侧； 
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(2) (: t + cos y)dydz + ( 7 + cos z)dzdx + ( z + cos , S 是立体的 


边界面，而立体由 x + y + z = 1 和三坐标面围成； 

(3) Jf • ndS , 其中 f = // + yV + z 3 k ， /! 是 S 的外法向， S 为 x 2 + 

s 

y 2 + z 2 = a 2 ( 2 多 0) 上侧； 

⑷ + yz^dydz + | ^ + z ^ x 2 ^dzdx + ( ^3 + : V ) d % dy , S 是 > + 

^ + ^2 = 1 (太多0) 后侧. 

15. 证明由曲面 S 所包围的体积等于 

V = -~ [ ( xcos a -f ycos P + zcos y)dS, 
s 

式中 cos a ， cos/?, cos y 为曲面 S 的外法线的方向余弦. 

16. 若 L 是平面 xcos a + ycos p + zcos y -/> = 0 上逐段光滑的闭曲线，它 
所包围区域的面积为 S , 求 

dx dy dz 
:os a cos p cos y 

其中 L 依正向进行. 笑 7 Z 

17 . 设尸，（>,/?有连续偏导数，且对仟意光滑闭曲面 S , 有 

JJpdydz + Qdzdx + Rdxdy = 0 . 

证明 ¥ + g + ¥ =0 S . 

OX dy OZ 

18 •设在全平面上有连续偏导数，而且以任意点 U Q , 
: To) 为中心，以任意正数 r 为半径的上半圆/: X = A：o + rcos 0 ， y = y 0 + rsin 6 
, 恒有 

^ P(x 9 y)dx + Q ( x f y)dy = 0 , 

求证： s 0. 

ox 


考虑积分 


§2 积分与路径无关 
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f xdy - ydx 

h x 2 + j 2 

对于圆 x = aCOS 0， r =asin 6, 记 L , 为上半圆周， L 2 为下半圆周，方向都是 
从 （- a , o ) 点到 U , o ) 点•则 


I . 


xdy - yd 


^ y 

xdy - yd 

~^7 


它表明尽管 M 与 l 2 有相同的起点和相同的终 
点，但由于路径不同，积分值也不同，即积分与 
路径有关.又若 A 是起点为 （- a ，0), 终点为 
U ， o ) 的光滑曲线，且与构成不包围原点的 
闭曲线，由格林公式有 






xdy - yd. 

"" 777 " 



xdy - ydx 

- 2 + r 2 



它又表明从 （- a ,0) 出发经上半平面越过 y 轴到 
U ,0) 点的任一条光滑曲线的积分与路径无关， 
积分值都是 -7 C . 



在什么条件下积分与路径无关呢？ 

定理 22.4 设 D 是平面单连通区域，函数/ > U , y ), 在 D 上有连 

续偏导数，则下列四断言 等价： 

(1) 沿中任一逐段光滑的闭曲线 L ， 有 

^ Pdx + Qdy = 0 ; 


(2) 对 D 中任一逐段光滑曲线 L , 曲线积分 

J Pdx + Qdy 

与路径无关，只与 L 的起点与终点 有关； 

(3) 微分式/>心+ 在 Z ) 内是某函数 u U >： r ) 的全微分，即有 

du = Pdx + Qdy ; 

(4) 在 D 内每一点有 

dP 3Q 

证明（1)=>(2).设4、是 D 内任意两点，和^2是完全含于 D 内的任 
意两条连结/!、的逐段光滑曲线，方向都是从 >4到•于是与 L 2 的反向 



388 


第二十二章各种积分间的联系与场论初步 


构成完全含于 Z ) 内的一条闭曲线，由 （1) 知 



0, 


即 

这表明 （2) 成立. 



PAx + Qdy 



+州， 


(2)々（3)•设 4( x 0 ， y 0 )， fl ( x , y ) 为 /) 内 
的两点，由 （2) 知，从4到 B 的积分只与起点 
和终点有关，而与路径无关，把起点固定在 
4( 〜， y Q )， 则积分便是终点 （ x ,; y ) 的函数, 
记为 

u (x 9 y) = Pdx + Qdy. 

J (vV 

显然 u ( l ： k ) 定义在 D 内，下面要证 



努 = P(x 9 y ) 9 |^= Q(x,y). 

由于是 Z ) 的内点，当丨 At | 充分小时 ， U + .考虑 
u (x •¥ Ax 9 y) - u(x 9 y) 

= P(\x + Q<\y - Pdx + Q^y- 

J <vV J( vV 

由于积分与路径无关，取从 Uo , y o ) 到 U + 的路径经过 B (: r , y ) 点，而 
从 B U , y ) 到 U + At , y ) 的路径则取连结两点的直线段，再用积分中值定 
理，有 


u (x ^ Ax 9 y)- u (x,y) 


r(x«f ^x f y) r(*4^* f y) 

= Pdx + (?dy = P (x 9 y) dx 

r ( x *^ x ) 

=J P (x 9 y) dx = P (f,y) Ax, 


其中 f 在 x 与 x + A 之间. 因为尸 Uj ) 在 D 
内连续，所以 


d U 

T X " 




= limP(?, r ) = P(%, y ). 

Ax — 0 

同理可证 _ = CU ，； r ). 由= P ( u ) 和_ 
=Q U ,： y ) 都在 Z > 内连续，知 u U , y ) 在 D 内 



可微，且有 


图22 - 17 


§2 积分与路径无关 
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. . Bu . 

qu = —qx + —ay 


d 


y 


=P (x,y)dx + Q (x 9 y)dy. 
(3)4(4) •已知 du = (?打，因此 


|^=尸（：，7)， JZ=Q 


gjg _ iP 3 2 u _ IQ 
^ dxdy = dydx = dx' 

根据 p , p 在 z > 内有连续的偏导数， 有赛=駐，即 

iL ^ lQ . 

dy 一 d x . 

(4)4(1). 设 L 是完全含于 D 内的任一逐段光滑的闭曲线， L 所围区域为 
CT , △ 的方向关于 J 为正向.因为 Z > 是单连通区域，所以 (7 完全含于 Z ) 内，因 


此在 <7上= .故由格林公式，得 

£ Pdx + Qdy = J(l?-l 7 ) d * dr = °- 

定理 22.4 证完. 

回头看看定理的证明，不难发现，是单连通区域"的条件只在 （4)4 
(1) 的证明中用到.可以证明，若/>是复连通区域，则（1)、（2)、 （3) 仍是等 
价的（证明留给读者）.但对 （1) 或 (2) 或 （3) 来说，断言 (4) 只是必要的，而不是 
充分的，即当 (4) 成立时，未必有（1)、（2)、 （3) 成立.在这里，单连通区域的 
条件是重要的.例如本节开头的例子 



Pdx + 
L 


我们已经计算过，从 （- a ,0) 出发沿上半圆周 L , 到 U ,0) 点的积分不等于沿下 
半圆周1 2 到（^，0)点的 积分. 其原因就在于 M 和 “所围 的区域包含了坐标原 

点，而在原点 (0,0) 不 成立. 换句话说，既包含心和“，又能使 

=¥处处成立的区域只能是复连通区域.这个例子表明，在复连通区域 Z ) 
上，尽管条件 (4) 成立，也不能保证沿 Z ) 内的光滑曲线的积分与路线无关. 


使 I ? = 不成立的点称为积分+ Q ^ y 的 奇点. 在单连通区域中把 

这些“奇点”挖去，则单连通性受到破坏而成为复连通区域 /), 但在复连通 

区域0中条件1^ = 1^却处处得到满足.这时有下述 结论： 

(1) 对/>内任意一条不包围奇点的闭曲线 L , 有 
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^ Pdx + Qdy = 0. 

(2) 环绕某一奇点的任意两条简单闭曲线 L , 和 L 2 的正向的积分相等，即 

£ Pdx + Qdy = j> ^ Pdx + Qdy. 

这个公共值称为该奇点的循环常数. 

事实上，若 L 是 D 内任意一条不包围奇点的闭曲线 L ， 则在 L 包围的区域 a 内 
处处成立€ = |^，由格林公式即证得 （1) 成立.若心和心是两条包围奇点 A 

的简单闭曲线，且方向相同，记的反方向为 C 7 是和1 2 所围的不含 
奇点的平面区域（图 22-18 和图22-19)，则由格林公式知 



从前面的例子可知，积分 

卜-叭鮮 

只有一个奇点(0,0)，它的循环常数是 2; t . 因此，若 L 是不包围 （0,0) 点的闭 
曲线，则/ = 0;若 L 是包围 (0,0) 点的简单闭曲线的正向，则 / = 2; r . 

进一步还有下述 结论： 

(3) 环绕某一奇点圈的光滑闭曲线 L , 其中心圈是正向， n 2 圈是负向， 
w , + n 2 = n , 则积分 

/ = + Qdy 

等于该点循环常数的〜倍.图22 -20 是绕4两圈的例子. 

(4) 若不自相交光滑闭曲线 L 包围了 个奇点，则沿 L 正向的积分 




等于这 A 个奇点的循环常数之和. 

例1求/ = cf x J ^ y d i ,其中/^是任意一条 

不经过原点的闭曲线. 

解记 



则 普 = 譯 = -“ 2 ; 2 ) 3 …(*，〜 (0 , 0) . 

这说明积分只有一个奇点(0,0).为求其循环常数，取/为单位圆： r 2 +y 2 = l 的 
正向，则 

如 

其中 ( J 是 x 2 + y 2 矣1, B 卩 (0,0) 点的循环常数为0,故对任意一条不经过原点的 
闭曲线有/ = 0. 

定理 22.4 的（2)、 （3) 表明，在积分与路径无关的条件下，存在函数 uU , 
r ), 使得 uU ,; y ) 的全微分就是 + 即 

du ( x t y ) = P ( x 9 y)dx + Q ( x , y)Ay . 

这时我们称函数为 Pd : t + 的原 函数. 在这种情况下，对 D 内任意 
两点 A 与丑，有 

CB CB B 

\ A P ^ X + Q^y = J 4 du = u ( x f y ) ^ = u ( B ) - u ( A ). 

问题是原函数 u ( x , y ) 如何求呢？ 

从定理的证明知道 />dx + Qdy 的一个原函数可表为 

f (*. y ) 

u(x,y) = P(x f y)dx + Q(x 9 y)dy. 

J ( V ， o ) 

由于积分与路径无关，可以任意地选择一条起点为 Uom ), 终点为 U ,; y ) 且完 
全含于 D 内的 路径. 为计算方便，通常是取含于 D 内如图 22-21 所示的折线 
段，这时有 

u ( x 9 y ) = Q ( x 0> yr)dyr + | P ( x f y)dx + C , 

Jy o J *o 

或 u ( x 9 y ) = P ( x , y 0 )dx + | Q ( x f y)dy + C . 




其中 C 为 常数. 这是两个定积分之和，一般说来，我们是会计算的. 
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y 

t M 


( 戈 o..Vo) 

O x O 

图 22-21 




(xo.yo) 


例 2 求 （cos x + 2 ^sin y)Ax + ( x 2 cos y)dy 的原函数. 

解设/ ^ x ， y ) = cos x + 2 xsin y ， Q ( x 9 y ) = x 2 cos y . 易见 P 、0 在全平 
面上有连续的偏导数，且 


f =2,cos y = ^. 
? y Ox 


因此在 T 面上的任意光滑曲线 G 的积分 



x + 2 xsin y)dx 


+ ( ^ 2 cos y)dy 


只与起点 >1 和终点 B 有关，而与路径的选择无关.取 >t = (0,0 )，B = ( x f y) t 
则有 


u ( x 9 y ) = P ( x t O)dx + 。（>(太， 7 )(^ + C 


= cos xdx a: 2 cos ydy + C 

Jo Jo 

=sin x + x 2 s'\n y + C 9 

这便是所要求的原函数. 

当然，在简单的情形下我们可以通过观察直接凑微分，例如 

(cos x + 2 xs\n y)dx -f (^ 2 cos y)dy 
=cos xdx + (2 a:sin yrdx + : 2 cos ydy ) 

=dsin x + d (太 2 sin y ) 

= d(sin x + x 2 sin y ) 9 

故 uU , y )= sinC . 这样也得到同样的 结果. 

定理 22.4 可以推广到三维的情形. 

定理 22.5 设 V 是空间的单连通区域，函数/>、0、/?在 V 上有连续偏 
导数，则下列四断言 等价： 

(1) 沿 V 内任一逐段光滑闭曲线 L , 有 

+ Qdy + Rdz = 0; 

(2) 对 V 内任一逐段光滑曲线 L , 曲线积分 
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J,dx + Qdy + Rdz 

与路径无关，只与 L 的起点与终点 有关； 

(3) 微分式 (? d y + /? d Z 在 V 内是某 函数以 x ， y ， z ) 的全微分，即 

du = Pdx + Qdy + Rdz; 

(4) 在 V 内每一点有 


ap dQ dQ dR 3R dp 
dx 9 dz = d^ 9 

定理 22.5 的证明可类似于定理 22.4 进行，困难在 (4)=^1) 时，如何用斯 
托克斯公式，我们不在此详述了. 

断言 (4) 也可写 为：在 V 内每一点有 


d _ 

p 


d_ 

d y 

Q 



R 


习 


题 


y 


验证下列积分与路径无关，并求它们 的值: 
ro.o 

：0.0) 

t m a % 

yd% - xdy 


(1) j (« - y)(dx - dy); 


(2) f ，，： 沿在右半平面的 路径 ; 

J(2.1) X 1 

(3) [ <6,8) 爿 】” 2 dy 沿不通过原点的 路径； 

(4) f a b) f(x^y)(dx^dy) 9 式中 /U) 是连续 函数； 

- 1 ( 0 . 0 ) 

(5) I ^ ^ <p(x)dx + ip(y)dy, 其中 9 ’ 0 为连续函数； 
r (6. i . t ) 

( 6 ) yzdx + xzdy + xydz; 

J 0.2.3) 
r (2.3.-4> 

(7) xdx + yr 2 dyr - z 3 4 5 6 7 dz ; 

⑻ J (广其中“…⑼）， （X2 ， y2 ,: 2) 在球面 


Vx - 


上. 


2 .求下列全微分的原 函数： 

(1) (x 2 + 2xy - y 2 )dx + (x 2 ~ 2xy - y 1 )Ay \ 
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(2) (2 ^;cos y - j 2 sin x)dx + (2 ycos x - x 2 s\n y ) dy ; 

(3) 子 

z z z 

(4) ( x 2 - 2 yz)Ax + ( y 2 - 2 xz)Ay + ( z 2 - 2 xy ) 6 z ; 

(5) ( e*sin y + 2 xy 2 ) d,x + ( e x cos y + 2 x 2 y ) Ay \ 

⑹ [(x^TY 2 "7 + 2 *1 dx + [ 7 - ( / 5 r 2 ) 2 + 3 r 3 ]d r + 5z 3 dz 

3. 函数 FU ， y ) 应满足什么条件才能使微分式 

F ( x 9 y )( xdx + ydy ) 

是全微分. 

4. 验证 


Pdx -f Qdy = 


1 xdy - ydx 
2 Ax 2 ^ 2 Bxy ^ Cy 2 


适合条件 = 其中/ I ， fl ， C 为常数， AC - B 2 > 0. 求奇点 (0,0) 的循环 
常数. 


5•求/ = j ^ xd y ~ y.fy , 其中 l 是不经过原点的简单闭曲线，取正向. 

设 l 围成的区域为 d . 

(1) 不包含 原点； 

(2) Z ) 包含原点在其内部. 

6•求 


= 


- 2) 2 + y 2 + ( 7 + 2) 2 + y 2 l da； 
2 - x _ (2 + x) 


1(2- %) 2 + j 2 + (2 + x) 2 + r 2 l dy, 

其中 L 是不经过 （-2,0) 和(2,0)点的简单闭 曲线. 

7•设 “（ ty ) 在平面单连通区域 D 上有二阶连续偏导数，证明 u ( by ) 

在 D 内有3 + 的充要条件是对内任一简单光滑闭曲线 L ， 都有 


= 0 ’ 

其中为 L 沿外法线方向的方向导数. 


8. 计算积分 




y)dx - (x - y)dy 


其中 L 是从点4 (-1,0) 到 fl (1，0)的一条不通过原点的光滑曲线，它的方程 




是 y =/(文） (- 
9. 计算积分 

/ = J x \ n ( x 2 + y 2 - l ) d * + yln ( x 2 + y 2 - 1 ) dy , 
其中 L 是被积函数的定义域内从点 (2,0) 至 (0,2) 的逐段光滑曲线. 


§ 3场论初步 

在第二十一章§2中，我们介绍了速度向量场的概念.一般地，向景场不 
仅仅是速度场，还可以有磁场、力场等等.场也不仅仅有向量场，还有数量 
场，例如温度场.若对空间某一区域 V 中的每一点 u ， y , z ) 以及每一时刻 h 
都对应一个数则在 K 上确定的是一个数最场若对应的是 
一个向最则在 V 上确定的是向贵场数量场和向 S 场统称为 
场.当场不依赖于时间 t 时，称为定常场. 

本节讨论定常场，介绍与场论有关的若干概念，并给出高斯公式等的场论 
解释. 

1. 梯度场 


设 u (*, 是在空间某区域 V 上给定的一个数 M 场，函数 U (: r ，： r , z ) 在 V 
上存在连续偏导数.这时 V 中的每一点 （ x ， y , z ) 都对应一个向《 

(du 3u du\ 

Tz ) * 

我们称它为函数》/(*， 7 , 2 )在（:》:, 7 , 2 )的梯度，记为 grad u ( grad 是 gradient 的缩 
写）. 当 U ,： r ， z ) 取遍 V 的所有点时 ， grad u 便定义了 V 上的一个向量场，我 
们称它为数堆场 u ( x , y ， z ) 的梯度场，称 u (*, y , z ) 为梯度场的势函数.记 

V = (^' Ty ' 去)， 

称▽为哈密顿 （ Hamihon . W . R ,1805—1865) 算子. 把▽看作向罱，则梯度就可以 

形式地写成向量▽与数 Mu 的数罱积，即 

» ^ (3d d \ I du du 3u\ 

grad u = Vu = [ r x ^^ r z r = { di ^ Ty ^ Tz )- 


利用梯度，函数 uU , y , 2 ) 沿 / =( 


/3 ,cos y ) 的方向导数可表为 


d U 3 u 


=grad u • / = 1 grad u \ cos 0. 

其中 grad “•/ 是向量的内积，而 0 是 / 与梯度 grad u 之间的 夹角. 在给定点 
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( x t y , z ), 梯度是唯一确定的，上式表明， ix 沿/的方向导数，正是梯度向量 

在 f 的投影.因此，当0=0,即/与 grad u 方向相同时，||达到最大值 
I grad a | ,这表明沿梯度方向函数 u 的值增长 最快； 当0 = tt , 即/与 grad u 

方向相反时，达到最小值 - Igrad ,它表明沿梯度的反方向函数 u 的值 

下降最快. 0 = 即/与 grad u 垂直时 ， |y = 0,它表明与梯度垂直的方向 
函数 u 是稳定的. 

一个向摄，如果给定了它的方向和大小，则这个向最便唯一确定了.因 
此，根据上面的讨论，我们可以给出梯度的另一个等价 定义： 数 M 场 u 在任 
一点的梯度是一个向罱，它的方向是数 I 函数 u 在这点增长最快的方向，而 
它的大小则等于 u 在这点沿该方向的方向导数 .• 

梯度的两个定义各有特点，第一个定义是定最的，便于计算，但容易引起 
错觉，似乎梯度场是与坐标系的选择有关的.而第二个定义是定性的，它给我 
们很直观的物理意义.数量场在任一点沿任一方向的变化率是与坐标系的选取 
无关的，由此可知梯度与坐标系的选取无关. 

满足 

u ( x , y , z ) = c 

的点 U ,； K ，*3) 构成的曲面称为数 M 场 u 的等值面.在等值面上数 M 场 u 的值不 

变. 注意到曲面1/(心 7 , 2 ) = 0在（^7, 2 )的法向》为(|^,|^, |^),它正好 
是数 S 场在 U ,; y , z ) 的梯度.这就说明了数量场在一点的梯度垂直于过该点的 
等值面，指向数贵场增加的方向，其大小等于 u 沿此方向的方向导数. 

例1设 uU ,：) sz ) = x 2 + y 2 + Z 2 , 函数在任一点的梯度为 
grad u = ( 2 x y 2 y f 2 z ) = 2 r , 

即梯度的方向就是矢径 r =( x , 的方向.梯 
度的大小为 

I grad u | = 2 | r | =2 V x 2 + y 2 + z 2 • 

从几何上看，函数 u 的等值面是一族球面，球 
面的法向》平行于 /•, 沿 r 方向函数 u 增长最 
快，因此这个方向就是梯度方向.而沿/•的反 
方向，函数 u 下降最快. 

例2 设质量为 m 的质点位于原点，质量 
为1的质点位于记 OAf = r = 

V x 2 + y 2 + 2 2 ,求 a = ■^的 梯度. 






由 x ， y , z 的对称性得 


grad u = - 含 ( 子，子，子 ) = _3 r o. 


这里 r Q 是 !• 方向的单位向量.上式的右端在数量上的大小恰好是两质点间的引力， 
方向指向原点.它表明引力场是数量场 f 的梯度场.因此 f 常被称为引力势. 

2. 散度场 

设 F(x，y，z) = (/ > (戈，7,2)，0(%，7,之），/?(太，7,2))是展布在空间某区域1^ 
上的向 ft 场，函数 P, R 在V上存在对各变元的连续偏导数，则在V上每 

一点 U, y ,z)， 数量函数 

3 x 3 y d z 

称为向 fi 场 FU,y,z) 在 U, y ,z) 处的散度，记作 

r( X ap 30 dR 

divF ( x , r , z ) = ^ + ^ + ?7 

(div 是 divergence 的缩写），当 （x,y,z) 取遍 V 的点时，散度也就构成了 V的一 
个数量场 

散度场 div /^^7,1)是由向量场/^(文，：^2)产生的数世场，沿用前面提到 
的哈密顿算子，则散度又可表为向 a ▽与向量 f ■的内积，即 

div F ( x 9 y 9 z ) = ▽ • f\ 

利用散度，高斯公式 

i(l7 + lf + ll). d ^ d2 


=^ ( Pdydz + QAzdx + Rdxdy) 


可以表示为向量形式: 


J div F( x 9 y , z)dxdydz = ^ F • dS. 


下面我们根据高斯公式，给出散度的另一种解释.对 k 中任意点 m q U q , 
ro .^ o ), 取 h 为包含 m g 的小区域， s 是其边界曲面（取外侧），则上式仍成 
立. 对上式左端的三重积分用中值定理，知存在 AT 6 V ,, 使得 

div F(Af* ) I Fi| = - dS. 

s 

令^ 收缩到 Af 0 , 即对令以 6)—0, 此时 AT — A /。， 因此 
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- dS 

div F(M 0 ) = lim div F( Af " ) = lim s i i - . 

di v, )-0 I V\ I 

M ^ V M ^ V 

上式有一种力学的解释. ° “果 f 是流体的流 ki ， 则第二十一章§ 2 的讨 


论告诉我们，是流速为 F 的流体在单位时间内流过曲面 S 的流量，而 



F - dS 便是匕内的平均流 》. 即在平均的意义下，单位体积流出的流 


量. 因此其极限 div F ( M 0 ) 就是流体在於。点的单位体积的流量，也就是流体 
速度场 F 在 Mo 点的流量密度.显然，这个物理量是不依赖于坐标系的，这就 
说明了散度与坐标系的选取无关. 


注意到高斯公式中表示流贵的曲面积分是取外侧的，故若 div F ( A / 0 )>0, 
它表示在单位时间内有流体流出这一点，这时称 Af 。 点为源（源 泉）； 若 divF 
( M 0 )<0, 它表示在单位时间内有流体流入这一点，这时称 Afo 点为汇（渗人 
点、吸收点）. 


有了散度的槪念后，又可以反过来，给出高斯公式 


|[ (div F) dV = - dS 

的力学解释.这就是单位 4 间流出闭曲面 s S 的流 ft , 等于区域内每一点渗出 
率(流贵密度 div F 乘体积元 dVO 的 总和. 这和我们的常识是吻合的.当向《 
场 F 在 K 中每一点的散度皆为零时，即 


div F ( Af ) s 0, 

则 V 内每一点既不是源也不是汇，这时称 F 为无源场. 
对无源场，有 


§ F 

s 


dS = 0. 


它说明，流过 v 的流量的代数和为0,即流入 v 的流 M 与流出 v 的流量相互抵 


消，这与“无源”的直观是完全符合的. 


例3 例2中由函数 f 产生的梯度场为 

grad “ =-^(f .f . f ). 

求 grad u 产生的散度场. 

解记 PU ，；) sz )= 则 




m 3mx 3r 





由 x ， y , 2 的对称性即知 

, 3/71 3/tu 2 3 my 2 3mz 2 ^ 

div grad u = - - 3 - + ― j— + ― j + ~~ = 

此例表明引力场的散度场是无源场. 

3 . 旋度场 


设 F ( x ， y ， z ) = (户（太，7,2),0(太，7,:),/?(无，7,之））是展布在空间某区域' / 
上的向曾场，函数 P , /?在 V 上存在对各变元的连续偏导数，则在 K 上每 

—点 U , 7 , 2 ),向 tt 函数 

iiE. ^10. iQ _ if \ 

l 3y dz * dz 3x * Sx dy / 

称为 向设场 f *( x , y , z ) 在 （ x , y , z ) 处的旋度，记作 rot f *( a :, y , z)(rot 是 rotation 
的缩写）.当 U ,; r , z ) 取遍区域 V 的点时， n>t 便定义了 P 的一个向 

量场，称为 F 的旋度场. 

旋度场 ret 尸（^7, 2 )是由向《场/^(*,7, 2 )产生的向遣场. 

为便于记忆，常把旋度表为 


• 

I 

• 

j 

k 

d 

d 

d 

= Tx 


dz ' 

p 

Q 

R 


F(x , j,z) = 


即旋度是向*▽与向 tt f 的外积算子. 

利用旋度，斯托克斯公式可以表示为向最 形式: 

IT rot F • dS = ^ F • ds 


F • ndS 


F • ds . 


其中 n 为曲面 S 在规定侧的单位法向量.上式中，右边的积分 

O F • ds = i Pdx + Qdy + Rdz 

L J L 

称为向虽场 F 沿闭曲线 L 的环流量，它反映了 向量场 F 沿 L 的旋转强弱程度. 

与散度一样，旋度是与坐标的选取无 关的. 事实上，在 A / Q 点选定一个单 
位方向 n , 过点作平面71垂直于 n , 在 Tt 上围绕点作一简单封闭曲线 
L , 其方向和/!的方向构成右手法则， L 所围平面区域为/>，则由斯托克斯公 
式，有 


rot F • ndS = 4 ) F • ds. 
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由二重积分中值定理， 存在 使得 


rot F ( M m ) • n I D | = - ds . 


令 Z ) 收缩到点 Af 。， 记为 D - A / 0 , 此时有 AT — Af 。，故 


F • ds 


rot F ( M 0 ) - n = lim " n i — • 

这公式说明， F 在 Afo 的旋度在 n 方向的投影 rot F ( M 0 )-n 等于在 Af 。 的 
单位面积的环流量，显然这个物理量是不依赖于坐标系的.只要知道向童 
rot F ( Af 0 ) 在任意方向/!上的投影，便完全确定了向量 rot 的本身.因此 

旋度与坐标系的选取无关. 

如果在 V 中每一点 Af , 有如 F ( Mo )=0, 则称 F 为无 旋场. 

为了进一步说明旋度的物理意义，我们来看刚体以 
固定的角速度 0) 绕某过原点的轴旋转.这时角速度 

的方向平行于旋转轴，线速度 I ；与0> 构成右手法则，且 XT \ 


=⑴* 


= (2a) r - yxo x )i ^ (xcu, 
我们来计算速度场 t ； 的旋度，得 


)j + ( y ( o x - xw y ) k 


图22 - 23 


= 2 ( 0 . 


|^y - y^x W 如 X yti) x - XW y \ 

上式表明线速度 t ； 的旋度 n>t t ; 等于角速度 0) 的二倍•当角速度 o > s 0 时，刚体无 
旋转 ， rot I ； s 0 •这说明向最场 F 的旋度 n>t F 反映了 F 在一点附近的旋转强弱 
的程度与方向. 


4. 梯度、散度、旋度等于零的充要条件 

定理 22.6 设 V 是空间某单连通区域，在 V 内有连续偏导数， 
则在 V 内， grad usO 的充要条件是数量场是常量场. 

证明充分性显然成立，下证必要性.由 gradusO , 即 

du du n 

设 ^ 和对 2 是 k 内任意两点，则在 v 内任一从％到从 2 的逐段光滑曲线乙， 
曲线积分 





而 


r r « 2 

I du = J du = a ( Af2 ) ~ u ( 3 f !), 


因此 

u(M { ) = u(M 2 ). 

由 A /丨 和 M 2 的任意性即知 u 是常量场.定理 22.6 证完. 

定理 22.7 设 D 是空间单连通区域，尸=(/>，0,/0是展布在上的向 
董场， P , (?, /?在内有连续的偏导数，则在内 div F ( x , y , z )=0 的充要 

条件是对 D 内任一分片光滑的封闭曲面 S , 有§尸*(15=0. 

S • 

证明必要性.对/2内任一分片光滑封闭曲面 S , 由髙斯公式立得 

• dS * JJdiv F ( M)dV = 0. 
s v 

充分性，对任意取 V 为以为中心半径为 r 的球体， S 是它的 
边界球面，则由散度的公式知 

• dS 

div F ( M 0 ) = lim — .. — =0. 

卜 M 0 I V I 

定理 22.7 证完. 

满足定理 22.7 中必要条件的场 F 称为管《场，因此定理 22.7 又可叙述为 
f 是无源场的充要条件为 f 是管 a 场. 

在向量场 F = (/>, p ，/?) 中，如果曲线上每一点的切线平行于该点的场向 
量 F , 即 

dx dy dz 

~P = ~Q = ~R 

则称曲线 L 为向簠 场的向量线.由向量线围 
成的管状曲面称为向 fi 管.在向量管上任取 
两断面 S 2 , 以5 3 表示截出的管的侧表 
面，则 SzSiUSzUSs 是一封闭曲面，因为 
曲面 S 3 的法向量垂直于因此 

J F • dS = [ F • nd 5 = 0, 

S 3 S 3 

从而对 s 的外侧， 
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当且仅当 

(J + H>-d S = 0 . 

S . S 2 

即 Jf F • dS = - J F • dS . 

S 2 S » 

可见管量场的物理意义是流体通过向最管的任意断面的流董相等.这也是管量 


场名称的由来. 

最后我们讨论旋度等于零的充要条件.其实，它就是定理 22.5 中积分与 
路径无关的四个等价条件. 


设 K 是空间的单连通区域，尸=(/>,0,/0是展布在 V 上的 向量场 . />, 
Q 、 在 V 内有连续偏导数，若对 V 内任一逐段光滑封闭曲线有 

^ F • ds =0， 


则称 F 是有势场.若对 V 内任一逐段光滑曲线 L ， 有 


与路径无关，则称 F 是保守场.这样定理 22.5 又可叙 述为： 

定理 22.8 设 K 是空间的单连通区域 ， F = ( P ，^,/?) 在 K 内有连续偏导 
数，则下列四条件等价. 


(1) F 是有势场 

(2) F 是保守场 

(3) F 是梯度场 

(4) F 是无旋场 


例3中已证 


div grad ( f J = 0. 

即 F = grad 是无源场，从而是管 M 场. 又由 F 的定义知 F 是梯度场，这 


又等价于 F 是有势场、保守场和无旋场. 

一个向董场 F 若同时是管量场和有势场，则称这个向童场为调和场.这 
时存在势函数 u , 满足 


它等价于 


F = grad u , div grad u = 0 • 



这时函数 u 称为调和函数. 





例 3 表明 $ 是调和函数. 

T 

根据上面的讨论易知，对任意向量场 >4,有 

(1) div rot A =0; 

(2) rot grad u = 0. 

我们把证明留给读者. 

习 题 

1•求 u = x 2 + 2/ + 3 z 2 + 2 xy - 4* + 2 r - 4 z 在点 0 (0,0,0), A (1,1,1), 
的梯度，并求梯度为零的点. 

2. 计算下列向 ft 场 F 的散度和 旋度： 

(1) F = (y 2 + 2 2 ,2 2 + * 2 ,x 2 + y 2 ); 

(2) F = ( x 2 yrz f xy 2 z , xyz 2 ); 

(3) f =( 立，上，丄). 

\yz zx xy / 

3. 证明 F = ( yz (2 x ■¥ y ^ z ) y xz{x -¥ly ■¥ z ) , xy{x ■¥ y + 2 z )) 是有势场并求 
势函数. 

4. S P = % 2 + 5 Ay + 3 yz , Q = 5 x 3 Xxz - 2, /? = (A + 2 )xy -4 z . 

(1) 计算 + Qdy + Rdz ，其中 L 是嫌旋线 : r = acos t , y - asin t , 

z = ct (0 彡 t ^2 n ); 

(2) 设 F = ( P ,(?，/?)， 求 rot 

(3) 在什么条件下 F 为有势场，并求势函数. 

5•设 f 为可微函数， r = ( x , y , z ), /^丨广丨，求 grad <p (r ) 9 div (<p(r)r) t 
rot (<p( r)r). 

6. 求向量场 f * = (- y , x ，0 沿曲线 L 的环 流量： 

( 1 ) l 为平面上的圆周 / +/ = 丨， 2 = o , 逆时针方向； 

(2) L 为平面上的圆周 U -2) 2 + r 2 = R \ 2=0,逆时针 方向； 

(3) L 为0叮平面上任一逐段光滑简单闭曲线，它围成的平面区域 /} 的 
面积为 S . 证明 F 沿 L 的环流量为 2 S ; 

(4) 设有一平面兀 ： ax + by + cz = d ( c ^0), 取 7 r 为上侧， 7 T 上有一逐 
段光滑简单闭曲线△，其方向关于 7 T 为正向. L 围成的平面区域的面积为 S , 
问 F 沿 L 的环流量是什么？ 

7- 求向量场 F = grad ( arctanf ) 沿曲线 L 的环 流量： 
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(1) L 不环绕 Z 轴； 

(2) L 环绕 2 轴 一圈； 

(3) L 环绕 z 轴 n 圈. 

8. 设向量场在除原点（0,0,0)外有连续的偏导数，在球面 
: t 2 + y 2 + z 2 = ^上 F 的长度保持一固定值， F 的方向与矢径/ •=(： r ， y ， z ) 相同, 

而且 F 的散度恒为零，证明此向量场为是常数）. 

9•设有一数量场 u (: t ,； K ， 2 ), 除 （0,0,0) 点外有连续偏导数，其等值面是 

以原点为中心的 球面. 又数量场的梯度场的散度为零，证明此数量场与以 

T 

= 仅差一个常数，其中（^为某固定常数. 

10.设 G 是空间开区域，“（: t ,： r , z ) 在 G 上有二阶连续偏导数.证明 
“ （ b ： K , z ) 在 G 内调和的充要条件是对 G 内任一简单分片光滑曲面 S , 都有 


